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代 序 
< 节录 : 第 四 届 苏 步 青 数学 教育 奖 颁奖 会 的 演讲 讲义 > 


精简 实用 、 平 实 近 人 、 引 人 入 胜 
-一 论 基础 数学 教育 之 本 质 与 精 要 


在 即将 来 临 的 蔬 一 世纪 ， 科 技 与 智力 在 总 体 国力 中 将 居于 主导 成 份 
。 因此， 科教 乃 是 兴国 必 经 之 途 ， 而 基础 教育 的 优良 素质 则 是 立国 的 根 
本 。 再 者 ， 在 中 、 小 学 的 素质 教育 中 ， 基 础 数学 教育 乃 是 启发 脑力 和 培 
训 解 析 思 维 的 主要 学 科 。 自 古 以 来 ， 它 也 一 直 是 教导 学 生 善 于 认识 问 
题 、 善 于 解决 问题 的 最 佳 园地 。 相 传 在 十 希腊 雅典 柏拉图 学 院 的 门 前 
， 曾 书 有 : 「 不 懂 几 何 学 者 不 得 入 」 的 字句 。 这 其 实 就 是 当年 的 教育 
家 们 对 于 数学 教育 的 基本 重要 性 的 一 种 体 认 ， 数 学 是 学 习 和 研究 科学 
与 技术 不 可 或 缺 的 基本 工具 。 但 是 数学 在 科技 和 工程 上 的 应 用 还 只 能 
说 是 [小 乘 应 用 数学 」， 而 基础 数学 在 教育 上 的 用 场 才 是 [| 大乘 应 用 
数学 ] 。 在 佛学 中 : [小 乘 独善其身 ， 大 乘 普 渡 众生 。」 基础 数学 教 
育 乃 是 普 渡 众生 ， 成 为 善于 认识 问题 、 善 于 解决 问题 者 的 不 二 法 门 。 


显然 ， 上 述 普 渡 众生 的 任务 也 给 基础 数学 教育 提出 了 高 素质 、 高 效 
力 的 要 求 ， 而 这 也 就 是 我 们 从 事 数 学 教育 的 播种 者 与 耕耘 者 ， 所 要 集 思 
广 益 、 钻 研 实践 ， 才 能 克成 其 功 者 。 今 天 我 想 和 各 位 志同道合 的 新 、 老 
朋友 们 ， 从 基础 数学 教育 的 本 质 和 精 要 所 在 ， 来 谈 一 谈 如 何 把 它 教 得 精 
简 实 用 、 平 实 近 人 和 引人入胜 。 我 觉得 唯 有 如 此 ， 基 础 数学 教育 才能 
真正 做 到 普 渡 众生 ，j 并 且 大 幅度 地 提升 国民 的 思维 素质 和 创造 能 力 。 


现在 ， 让 我 们 从 下 列 几 点 来 讨论 上 述 话 题 


I. 基础 数学 的 源 起 与 本 质 


概括 地 说 ， 人 类 文明 对 于 大 自然 的 认 知 和 理解 的 进化 过 程 是 由 定性 
层面 向 定量 层面 深化 。 例 如 先 定 性 地 认识 到 我 们 所 在 的 大 地 乃 是 一 个 
大 球 ， 然 后 再 进而 估计 和 测量 地 球 的 大 小 。 基 础 数学 的 起 源 就 是 上 述 
认 知 定量 化 的 自然 产物 ， 而 基础 数学 本 身 的 进程 则 可 以 大 体 简 述 如 下 : 


(i) 数 系 的 构造 与 逐步 扩充 : 例如 自然 数 系 、 整 数 系 和 分 数 系 ; 这 万 
是 算术 的 范畴 。 


(ii) 由 算术 进步 到 代数 的 关键 在 于 数 系 运 算 律 的 系统 运用 ， 亦 即 以 通 
性 求 通 解 。 


pd 间 本 质 的 认 知 的 逐步 深化 ， 其 演 
进 过 程 大 体 如 下 


实验 几何 一 定性 平面 几何 一 定量 平面 几何 一 立体 几何 一 坐标 解析 
几何 一 向 量 几何 。 


(iv) 解析 几何 乃 是 代数 与 几何 的 自然 结合 。 由 此 再 产生 研讨 变量 问题 
的 基础 理论 一 一 微分 与 积分 一 一 则 是 水 到 炬 成 ~、 顺理成章 的 更 上 一 
层 楼 。 


现在 让 我 们 再 来 看 一 看 上 述 基 础 数学 的 本 质 是 什么 。 归 根 究 底 ， 代 数 的 
根本 在 于 数 的 运算 和 运算 律 ; 几何 的 根本 在 于 空间 的 基本 结构 和 基本 性 
质 ， 例 如 连结 告 于 两 点 之 间 的 直线 段 万 是 两 点 之 间 的 唯一 最 短 通 路 ， 这 
就 是 空间 的 基本 结构 ， 而 空间 对 于 任 给 平面 的 反射 对 称 性 则 是 空间 的 
基本 性 质 ; 微分 和 积分 运算 则 是 函数 的 「 变 率 4」 和 上 「 求 和 」 的 解析 表 
述 和 有 效 计 算 ， 它 们 也 就 是 分 析 变 量 问 题 的 基础 理论 。 总 之 它们 的 本 
质 都 是 精简 朴实 的 ， 它 们 的 根源 都 是 自然 而 且 富 有 直观 内 含 的 。 其 实 
， 上 述 简朴 、 平 实 、 近 人 的 本 质 也 就 是 为 什么 基础 数学 教育 ， 自 古 以 
来 一 直 是 锻 链 脑力 、 培 养 思 维 能 力 的 [ 益 智 游 乐园 ] 。 因 此 ， 在 基础 
数学 的 教育 中 必须 随时 随地 充分 体现 它 精 简 实 用 、 平 实 近 人 的 本 质 ， 
才能 发 挥 其 尼 发 脑力 、 培 训 思 维 的 功效 ， 真 正成 为 普 渡 众生 的 慈 航 。 
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II[. 精 中 求 简 、 以 简 御 繁 、 至 精 至 简 

基础 数学 的 范畴， 自然 也 随 著 科学 文明 的 伤 勃 进展 而 和 逐步 扩张 。 例 
如 在 古 希 腊 到 了 高 级 学 府 柏 拉 图 学 院 才 要 求 的 几何 学 ， 在 现代 已 经 成 
为 中 学 数学 中 ， 人 人 必 学 的 基本 学 科 。 而 且 年 轻 的 学 生 们 还 要 同时 学 
习 各 种 各 样 的 其 他 学 科 。 学 生 负 担 过 重 的 确 是 现代 教育 中 一 个 至 待 宽 
解 的 重大 问题 ， 而 要 减轻 学 生 的 负担 则 必须 要 简化 教学 题材 ! 但 是 如 
何 把 基础 数学 的 教材 简化 呢 ? 却 又 是 众说 纷 鞭 、 英 庄 一 是 。 在 这 方面 
基本 上 可 以 归纳 为 下 述 两 种 不 同 的 方针 和 想法 : 其 一 是 简略 的 简化 法 
， 其 二 则 是 『 精 中 求 简 」。 前 者 的 思路 是 探讨 如 何 对 于 基础 数学 的 现 
有 题材 作 适 当 的 加 或 减 来 达成 简化 课程 ; 而 和 后 者 的 思路 则 是 除了 简略 
所 有 枝 节 性 的 题材 之 外 ， 还 要 对 于 基础 数学 的 核心 部 分 ， 在 总 体 结构 
上 探讨 精 中 求 简 的 出 路 。 我 觉得 唯 有 做 好 精 中 求 简 的 研究 才能 真正 提 
高 教学 质量 与 效果 ， 也 唯 有 这 样 ， 才 能 使 得 基础 数学 曙 学 、 好 懂 、 能 
懂 、 会 用 ， 从 而 达成 减轻 学 生 的 负担 。 

今天 限于 时 间 ， 且 以 定性 平面 几何 和 定量 平面 几何 为 例 ， 简 约 地 讨 
论 精 中 求 简 的 一 些 具体 途径 。 


(1) 定性 平面 几何 : 定性 平面 几何 所 要 研讨 的 主题 是 『 全 等 形 」 和 【上 平 
行 性 ] 。 在 本 质 上 ， 前 者 乃 是 平面 对 于 任 给 直线 的 反射 对 称 性 的 具体 
反映 ， 而 和 后 者 则 是 三 角形 的 内 和 角 和 恒 等 于 一 个 平角 所 表达 的 「[ 平 直 性 
」。 我 们 可 以 由 S.A.S. 重合 公理 和 上 述 「 内 角 和 」 这样 两 个 基本 性 质 
为 起 点 ， 引 导 学 生 去 研讨 等 腰 三 角形 和 平行 四 边 形 的 各 种 各 样 性 质 。 
然后 让 他 们 集思广益 ， 共 同 研讨 那些 性 质 已 经 构成 这 两 种 基本 图 形 的 
特征 性 质 。 亦 即 让 他 们 自主 地 、 自 动 地 去 发 现下 述 两 个 定性 平面 几何 
论证 的 基本 工具 : 

(A) 等 腰 三 角形 的 特征 性 质 : (如 [图 -1] 所 示 ) 

(i) CA4=0CB (定义 ) 

(i) ZA= ZB:; 

(ii) ZC 的 分 角 线 CM 垂直 底 边 AB ; 

(iv) 中 线 OM 重 直 底 边 ; 


vil 


(v) 重 线 CNM 平分 顶 角 。 


ml 


A M B 
[ 图 -1 | 
(B) 平行 四 边 形 的 特 微 性 质 : (如 [图 -2] 所 示 ) 


Gi) AB//DC 而 且 ADN/BC : 

(i) AB= DC AD= BC: 

(ii ZA4= LLC， 而 且 LB= 人 D; 

(iv) 4C 和 BD 互相 平分 ; 

(v) 4B/DC 而 且 4B=DC (或 4DJ//BC 而且 4D=BC)。 
D C 


4 B 
[ 图 -2 | 
接著 引导 学 生 逐 步 运 用 上 述 两 个 基本 工具 ， 一 以 贯 之 地 论证 、 解 答 所 
有 其 他 平面 几何 中 的 定理 、 例 题 和 习题 。 其 实 ， 等 腰 三 角形 的 特征 性 
质 之 间 的 转换 是 充分 体现 了 对 称 性 的 具体 用 法 ， 而 平行 四 边 形 的 特征 
性 质 之 间 的 转换 则 是 充分 体现 了 平行 性 的 作用 和 表现 。 这 样 的 教学 途 
径 ， 不 但 可 以 达成 定性 平面 几何 的 精 中 求 简 ， 而 且 也 使 得 学 生 未 渐 学 
会 抓 本 质 ， 和 逐步 体 认 在 认 知 上 的 『「 以 简 御 繁 」。 


(2) 定量 平面 几何 : 定量 平面 几何 的 基本 定理 和 精 要 所 在 乃 是 三 角形 面 
积 公式 、 勾 股 定理 和 相似 三 角形 定理 。 所 以 定量 平面 几何 教学 首 务 之 
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要 在 于 简明 扼要 地 推导 上 述 三 者 ， 然 后 引导 学 生 把 它们 用 来 解答 或 论 
证 各 种 各 样 定量 平面 几何 的 问题 。 在 这 里 ， 中 国 古 算 中 善 用 面积 公式 
的 创见 ， 提 供 了 既 简 朴 又 直截了当 的 途径 ， 其 具体 做 法 是 以 长 方形 面 
积 等 于 长 乘 宽 为 起 点 ， 用 熟知 的 割 补 推导 出 三 角形 面积 等 于 二 分 之 一 
底 乘 高 。 然 后 用 [图 -3] 和 [图 -4]， 以 面积 计算 推导 勾 股 定理 和 直角 三 角 
形 的 相似 比 。 


勾 股 定理 : 
b a 
zab 0 
a 
) | 
a b 
1 
(e+ 及 = 十 4 本 几 全 和 += 
| 图 -3 | 
出 入 相 补 : 


hi+h 


相似 三 角形 定理 的 面积 证 法 : 
[证 一 ] : 出 入 相 补 所 得 之 比例 式 


0 十 六 hi+h 
b 用 


~ 


其 实 就 是 直角 三 角形 的 相似 形 定理 。 而 一 般 的 三 角形 均 可 用 其 重 线 分 
割 成 两 个 直角 三 角形 。 由 此 可 见 ， 容 易 结合 上 述 比 例 式 和 勾 股 定理 直 
接 推导 一 般 的 相似 三 角形 定理 。 


[证 二 ] : 用 两 种 分 割 法 计算 [图 -5] 中 的 梯形 面积 
A=A 


[ 图 -5] 
BCC'B’ = Sanh Sah, BCC'B' = =(h —h)(a+t+a) 
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一 > Eee 
[证 三 | : 如 [图 -5] 所 示 ， 
人 BB'C'= 一 人 CB'C' ( 同 底 同 高 ) 


> A 人 ABC’'= AAB'C 
AABC’” A 人 AAB'C 


AABC A 人 ABOC 
以 上 只 是 基础 数学 中 精 中 求 简 的 二 个 实例 。 其 实 ， 基 础 数学 教育 在 各 方 
面 精 中 求 简 乃 是 一 个 大 有 可 为 ， 值 得 全 面 探讨 的 课题 。 而 这 方面 的 探 
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讨 成 果 ， 将 是 一 方面 大 幅 提 升 教学 效益 而 另 一 方面 还 可 以 真正 减轻 学 
生 负 担 的 改革 途径 。 当 然 ， 这 还 得 要 由 教材 的 过 为 编写 ， 教 学 方法 的 
全 面 改 进 和 教育 制度 能 彻底 从 「 应 试 教 育 」 中 解脱 出 来 等 等 的 配合 。 

总 之 ， 我 们 要 集思广益 ， 共 同 努 力 把 基础 数学 的 各 个 环节 ， 各 种 方 
面 都 下 功夫 。 精 益 求 精 ， 务 必 使 得 基础 数学 中 的 精 要 所 在 都 以 至 简 形 
式 展示 在 学 生 面 前 。 这 种 至 精 以 至 简 形 式 展 现 的 [精简 含 一 」， 当 然 
就 是 基础 数学 能 够 用 来 以 简 御 繁 的 基本 道理 。 其 实 ， 这 也 就 是 基础 数 
学 最 能 真正 引人入胜 的 地 方 。 

长 话 短 说 ， 基 础 数学 的 [至 精 至 简 」 可 以 大 体 上 用 下 述 四 套 运 算 律 
来 加 以 总 结 。 即 : 


1. 集合 运算 的 运算 律 乃 是 逻辑 思维 的 至 精 至 简 ( 亦 即 波 尔 代 数 ) 。 
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2. 数 系 运 茎 的 运算 律 乃 是 代数 学 的 至 精 至 简 


3. 向 量 运 算 的 运算 律 乃 是 几何 学 的 至 精 至 简 


oo 


4 微分 积分 的 运算 律 乃 是 分 析 学 ( 亦 即 变量 数学 ) 的 至 精 至 简 。 


学 习 基 础 数学 就 是 要 学 会 有 效 地 、 有 系统 地 运用 上 述 四 和 套 运 算 律 去 解 
决 和 认 知 大 自然 中 的 各 种 各 样 问题 ， 这 也 就 是 以 简 御 繁 的 具体 实践 ! 
它们 是 人 类 理性 文明 中 的 [大 巧 若 拙 ]， 是 人 人 能 懂 、 到 处 有 用 的 大 
道理 。 若 能 把 基础 数学 教 得 精 到 简朴 、 能 懂 好 用 和 平实 近 人 ， 则 引 人 
入 胜 的 基础 数学 是 可 望 可 及 的 。 
III. 返 瑛 归真、 平实 近 人 、 评 证 普 诱 、 引 人 入 胜 
基础 数学 的 本 质 和 基本 思想 都 是 平实 朴素 的 ， 而 它们 的 逐步 深入 和 
有 系统 的 运用 ， 则 又 可 以 用 来 探索 自然 、 以 简 御 繁 、 妙 用 无 穷 。 但 是 
要 把 基础 数学 的 教学 真正 做 到 平实 近 人 、 引 人 入 胜 ， 当 然 还 是 很 有 考 
究 的 ; 而 其 中 好 多 精微 细致 之 处 ， 则 著 实 是 耐人寻味 、 值 得 推敲 。 我 
觉得 教 者 和 教材 必须 要 对 于 基础 数学 的 本 质 和 基本 思想 下 一 瘟 深切 的 
返 现 归真 的 功夫 ， 才 能 把 它 教 得 平实 近 人 “。 再 者 ， 在 题材 编组 和 教学 
方式 上 ， 要 尽 可 能 善 导 善 诱 ， 让 同学 和 逐步 渐进 地 体会 精简 的 妙用 ; 要 
把 基础 数学 不 但 教 得 能 懂 ， 而 且 要 懂 了 又 能 广泛 有 用 ， 唯 有 如 此 才能 
引人入胜 。 
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让 我 们 且 以 代数 学 上 的 几 个 实例 ， 来 对 上 述 想 法 作 简 要 的 解说 : 
(1) 解 代 数 方程 原理 和 代数 的 起 源 : 

从 表面 的 形式 来 看 ， 初 中 代数 和 小 学 算术 的 差别 在 于 代数 中 引进 不 
定 元 和 多 项 式 运算 ， 然 和 后 把 它们 用 来 解 代 数 方程 式 、 求 公式 等 等 。 假 
人 下 一 番 返 瑛 归真 的 功夫 去 细致 推敲 
， 就 会 发 现 上 述 进 化 历程 中 真正 的 突破 点 在 于 下 述 简朴 的 基本 思想 : 


数 系 的 加 、 乘 和 指数 运算 满足 一 系列 普遍 成 立 的 运算 律 。 


例如 加 和 乘 的 交换 律 、 结 合 律 ; 乘 对 于 加 的 分 配 律 和 指数 定 则 。 又 看 
起 来 ， 像 


分 配 律 : ma+n.:a= (m+n)'a 


其 所 表达 的 是 :m 个 a 之 和 再 加 以 nn 个 a 之 和 即 为 (m 十 nn) 个 a 之 和 
。 像 这 种 本 质 十 分 明显 的 事实 ， 虽 然 是 普遍 成 立 ， 但 是 它们 会 有 什么 
用 场 呢 ? 其 实 ， 整 个 代数 学 所 发 展 的 就 是 有 系统 、 有 效力 地 运用 这 一 
系列 简朴 、 普 遍 成 立 的 数 系 运算 律 ， 去 解决 各 种 各 样 代 数 问题 。 此 事 
的 具体 做 法 的 首次 成 功 就 是 把 运算 律 用 来 解 代数 方程 式 。 而 这 个 用 法 
的 基本 思想 就 是 下 述 解 代数 方程 原理 : 


在 各 种 各 样 的 代数 问题 之 中 ， 最 为 简朴 的 类 型 是 菜 些 待 解 的 [未 知 
量 」 和 某 些 已 经 给 定 的 [已 知 量 」 之 间 具 有 某 些 特定 的 代数 关系 。 把 
这 些 特 定 的 代数 关系 简明 扼要 地 列 述 出 来 ， 就 是 一 组 含有 『 未 知 数 J] 
符号 的 代数 方程 式 。 所 以 代数 学 中 最 为 简朴 基本 的 问题 就 是 如 何 由 一 
组 代数 方程 式 ， 去 确定 其 中 所 含 的 [未 知 数 」 所 应 取 之 值 ， 这 也 就 是 
求解 代数 方程 。 解 代数 方程 的 基本 原理 究竟 是 什么 呢 ? 这 也 就 是 每 一 
位 开始 学 习 代数 的 学 生理 当 掌 握 的 。 它 的 基本 想法 是 : 那些 运算 律 是 
对 于 任何 数 都 普遍 成 立 ， 所 以 它们 对 于 「 未 知 数 」 也 当然 成 立 、 可 用 
。 归根 究 底 ， 解 代数 方程 的 基本 原理 就 是 有 系统 地 运用 运算 律 把 所 给 
的 代数 方程 简化 ， 从 而 确定 其 中 所 含 的 [未知 数 」 所 应 取 之 值 ， 亦 即 
有 意识 、 有 系统 地 达成 化 未 知 为 已 知 的 目的 。 解 代数 方程 的 原理 就 是 
上 述 极为 简朴 的 思想 ， 而 它 在 解决 代数 问题 上 又 是 那 床 简 明 有 力 、 录 
用 无 穷 。 当 然 ， 在 教学 上 ， 我 们 还 要 广 衣 善 诱 地 由 简 入 深 ， 顺 理 成 章 


地 由 二 、 三 元 一 次 方程 组 ， 一 元 二 次 方程 等 入 门 ， 然 后 再 逐步 引导 出 
多 项 式 运 算 和 多 项 式 函 数 的 基本 性 质 和 定理 。 
例如 鸡 兔 同 笼 问题 是 一 个 同学 原来 已 学 过 的 问题 ， 我 们 可 以 把 它 用 
来 作 一 次 温 故 知 新 ， 解 说 上 述 原 理 的 用 法 。 鸡 数 和 免 数 是 待 解 的 未 知 
ee 别 表示 之 ; 而 头 数 和 足 数 则 是 已 知 量 ， 
Re 代数 式 简 
之 ， 即 


T+y=36 
27 + 4y = 108 


用 第 一 式 可 得 y= (36 一 2)， 代 入 第 二 式 ， 即 得 
(*) 27 + 4. (36— 7) = 108 


若 以 算术 中 一 成 不 改 按 步 就 班 地 先 工 小 括号 再 莫 中 括号 的 办 法 就 无 法 
再 简化 (*)- 式 了 ， 国 为 小 括号 中 含有 未 知 数 ! 但 是 只 要 用 上 述 解 代数 方 
程 原理 ， 就 可 以 把 (*)- 式 用 分 配 律 逐步 简化 如 下 ， 即 : 


和 > 27 +4x36—4r= 108 
> 4 x 36— 2x = 108 
> 4 x 36— 108 = 27 
> z=(4x36 一 108) :2=18 


由 此 可 见 ， 分 配 律 的 运用 就 足以 解决 算 术 中 括号 内 侈 有 未 知 量 的 困扰 
， 在 代数 中 我 们 用 分 配 律 有 系统 地 简化 含有 未 知 量 的 括 式 。 我 们 还 可 
以 用 下 述 形象 的 说 法 来 描述 这 个 看 来 简朴 无 华 而 实 质 上 影响 深远 的 进 
步 9 即 : 


在 算术 中 基本 上 不 用 分 配 律 ， 乃 是 数学 的 石器 时 代 ; 及 至 代 
数 ， 则 有 系统 地 运用 分 配 律 去 简化 各 种 各 样 代数 式 和 代数 关 
系 ， 这 就 进步 到 数学 的 铜 器 时 代 了 ! 


代数 学 和 几何 学 有 一 个 本 质 上 的 差异 。 几 何 学 所 研讨 的 空间 是 我 们 
生活 的 所 在 ， 我 们 对 于 它 的 种 种 形象 和 基本 性 质 ， 与 生 俱 来 地 有 丰富 的 
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感性 认识 和 相当 可 靠 的 直观 ， 所 以 好 多 几何 学 上 的 基本 定理 如 矩形 面积 
公式 ， 相 似 三 角形 定理 等 等 是 可 以 直观 地 看 到 、 想 象 到 它们 应 该 是 对 
的 。 但 是 代数 学 所 研讨 的 是 数 系 的 结构 和 各 种 各 样 公式 ， 它 们 在 本 质 
上 是 逐步 归纳 、 复 化 所 构造 而 得 者 ， 它 们 的 直观 性 比 之 于 几何 就 相去 
其 远 了 。 长 话 短 说 ， 代 数学 中 的 公式 和 定理 绝 大 部 分 都 是 用 归纳 法 由 
低 次 到 高 次 ， 由 一 元 ， 二 元 到 多 元 逐步 归纳 而 发 现 ， 然 后 再 用 归纳 论 
证 去 确立 其 正确 性 。 因 此 ， 归 纳 乃 是 整个 代数 学 的 基本 大 法 和 基本 功 
。 但 是 这 里 要 特别 强调 ， 归 纳 法 的 内 含 是 归纳 地 去 探索 、 发 现 ， 然 后 
归纳 地 定义 ( 例如 n 阶 行列 式 用 (n 一 1)- 阶 行列 式 加 以 定义 ) ， 然 后 再 
归纳 地 论证 。 唯 有 这 样 才 是 完整 的 归纳 法 教学 ， 才 真正 能 做 好 代数 学 
中 ， 公 式 和 定理 的 返 下 归真 ， 也 唯 有 这 样 归根 究 底 ， 才 能 把 代数 学 教 
得 平实 近 人 。 像 目下 把 所 要 证 的 公式 定理 看 成 书本 的 宣示 ， 然 后 加 以 
归纳 论证 ， 乃 是 只 教 后 半 段 的 不 完整 的 归纳 法 教学 ， 是 亟待 补正 的 1 


(3) 插值 法 、 待 定 系数 法 

插值 法 (interpolation) 和 待定 系数 法 (method of undetermined coeff- 
cients) 是 初等 代数 学 的 要 点 和 局 部 制高点 ， 而 因 式 分 解 则 是 可 以 大 幅度 
地 加 以 简略 。 从 初等 代数 的 教学 题材 的 总 体 分 析 ， 我 觉得 在 传统 教学 
中 占用 大 量 篇 幅 的 因 式 分 解 是 可 以 而 且 应 该 大 幅度 的 简略 。 其 实 ， 除 
了 极为 简朴 的 公式 如 


(雄一 ao 人 一 (人 一 oO 二 .十 Za0 2 十 ao) 


和 二 项 定理 之 外 ， 绝 大 部 分 其 他 因 式 分 解 的 公式 并 无 真正 的 用 场 。 而 且 
大 量 的 因 式 分 解 的 例 、 习 题 也 并 不 能 让 学 生 增 加 代数 上 的 体会 和 修养 
。 而 另 一 方面 ， 播 值 法 和 待定 系数 法 则 是 充分 体现 代数 学 基本 精神 ， 
而 且 是 非 党 有用、 有力 的 基本 功 。 但 是 一 般 初 等 代数 ， 其 至 于 高 中 代 
数 的 教学 中 ， 却 往往 忽略 未 教 ， 或 者 只 是 轻 轻 带 过 、 未 加 深入 。 这 种 
轻重 倒置 的 格局 是 束 待 改正 的 ; 而 把 它 改正 过 来 ， 则 是 使 得 初等 代数 
的 教学 题材 在 总 体 上 能 够 真正 做 到 精简 实用 、 引 人 入 胜 的 基本 途径 。 


再 者 ， 插 值 法 的 源头 其 实 就 是 韩信 点 兵法 (西方 称 之 谓 中 国 剩余 定 
理 ) ， 而 插值 法 乃 是 代数 学 中 求 公式 的 根本 方法 。 所 以 其 教学 应 该 从 
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韩信 点 兵 教 起 ， 然 后 把 它 用 来 去 求 得 各 种 有 有 几 的 公式 如 来 和 公式 : 


0 二 1 +2++. + (no-1) = 5(n), 
0 十 1 十 2 十 .十 (一 1 = 5,(n), 
0 十 了 十 2 十 .十 (一 13=53(m)， 
04 十 1 十 2 十 .十 (一 1 一 94(). 


插值 法 的 基本 原理 是 : 一 个 待 求 的 次 多 项 式 可 以 由 它 在 十 1 点 所 取 
之 值 去 求解 ， 而 待定 系数 法 则 是 把 一 个 待 求 的 公式 中 的 待定 系数 转化 
成 一 组 代数 方程 式 的 未 知 数 来 求解 而 得 。 总 之 ， 这 两 种 基本 方法 是 初 
等 代数 中 普遍 有 用 的 想法 和 算法 ， 理 当 在 初等 代数 的 教学 中 多 用 举例 
说 明 ， 逐 步 深 化 的 手法 ， 引 导 学生 学 会 其 用 法 ， 体 认 其 用 场 。 

最 和 后， 请 允许 我 向 各 届 获 奖 的 得 奖 人 再 一 次 衷心 祝 蕉 ， 并 以 下 述 几 
句 话 作为 我 们 珍重 再 见 的 祝愿 : 


愿 祖 国 大 地 ， 山 永 青 ， 水 常 绿 ， 苗 木 遍 野 ; 
愿 我 们 以 播种 者 ， 耕 耘 者 ， 共 勉 互 励 。 


1999 年 10 月 24 日 于 上 海 复 旦 大 学 
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大 巧 若 拙 的 运算 律 : 
代数 问题 与 代数 方法 简介 


绪论 


同学 们 在 初中 都 已 学 习 过 「 代数 」 ， 例 如 多 项 式 运算 ， 解 代数 方程 
等 等 。 现 在 让 我 们 来 谈 一 谈 代 数学 的 基本 思想 和 基本 方法 究竟 是 些 什 
座 ?要 明确 地 说 明 这 样 一 个 代数 学 的 本 质 性 问题 ， 当 然 就 得 从 代数 学 
的 起 源 、 代 数 问题 的 范例 以 及 代数 方法 的 精 要 作 一 次 探 本 究 源 的 工作 
。 这 也 就 是 我 们 今天 开始 学 习 「 基础 代数 学 」 所 要 研讨 的 首要 课题 。 

开宗明义 ， 代 数学 的 根源 在 于 代数 运 和 站， 亦 即 加 、 减 、 乘 、 除 、 
乘 方 、 开 方 等 等 。 所 有 能 够 用 代数 运算 加 以 表达 的 问题 都 统称 之 谓 
代数 问题 。 而 代数 学 (Algebra) 这 门 学 问 所 要 研讨 者 就 是 如 何 有 效 、 
有 系统 地 去 解决 各 种 各 样 的 代数 问题 。 代 数学 中 用 来 解决 多 种 多 样 
的 代数 问题 的 基本 思想 和 基本 方法 究竟 是 些 什 么 呢 ? 这 就 得 由 数 系 的 
代数 运算 的 本 质 和 通 性 说 起 了 。 

代数 运算 具有 一 系列 普遍 成 立 (universally valid) 的 运算 律 (laws of 
operations)， 亦 即 


加 、 乘 的 交换 律 : a+b=b+a,a:b=b:a 
加 、 乘 的 结合 律 :a+ (b+c)==(a+0D)+c, a:(b:c)= (a:b):c 
分 配 律 : (5 十 c):a= (0.a)+(c:a) 


指数 定 则 : om .an 二 amt?, (am 和 二 00 (a:b)"=a".0 


代数 学 的 基本 思想 就 是 有 效 、 有 系统 地 运用 这 些 普遍 成 立 的 运算 律 去 
解答 多 种 多 样 的 代数 问题 ! 由 此 可 见 ， 今 天 要 和 同学 们 一 起 来 做 的 
| 代数 学 寻根 之 旅 」 理 当 由 『「 数 系 运算 律 」 的 寻根 做 起 。 
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0.1 数 系 运算 律 


话说 当年 ， 同 学 们 在 小 学 、 初 中 的 数学 课程 中 ， 和 逐步 0 
逐 级 扩充 的 数 系 运算 : 由 最 为 原始 的 自然 数 系 NN( 亦 即 正 整 数 系 ) 起 
始 ， 到 正 负 整数 系 马 ; ee 
在 高 中 再 到 实数 系 限 和 复数 系 C。 同学 们 现在 应 该 来 回想 、 温 习 一 下 
: 在 上 述 这 一 系列 逐 级 扩充 的 过 程 之 中 ， 每 一 次 扩充 究 竞 添加 了 那 一 
类 「 新 数 」 ?添加 了 它们 之 和 后 的 扩张 数 系 比 之 于 原先 者 究竟 又 多 有 了 
那些 好 处 ? 再 者 ， 所 引进 的 新 数 之 间 的 运算 究竟 是 如 何 归 结 到 原 有 者 
之 间 的 运算 来 加 以 定义 的 ?例如 分 数 运算 就 是 用 下 列 算式 归于 整数 运 

算 加 以 定义 的 ， 即 


m pp matnp mp mp 
n g 


而 复数 之 冯 的 运算 则 是 用 下 列 莫 式 归 于 实数 运算 加 以 定义 的 ， 即 


(a+bV-1l)+(c+av 1) = (4+)+B+adv-l 
(a +bV-1):(c+dvV-1)= (ac— bd)+(ad+bcovV-1 


对 于 上 述 数 系 的 逐 级 扩充 ， 即 
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作 一 次 总 复习 万 是 每 一 位 同学 都 应 该 自动 自发 地 去 回想 、 深 究 的 大 好 习 
题 。 而 下 这 样 一 盔 功 夫 肯 定 会 让 你 体会 到 温 故 知 新 的 得 益 和 乐趣 的 ! 
现在 让 我 们 先 来 讨论 下 述 两 个 问题 : 
(一 ) 这 些 看 起 来 简朴 得 几乎 是 笨拙 的 运算 律 究竟 能 有 多 大 用 场 呢 ? 
(二 ) 运算 律 普遍 成 立 的 原由 何在 ? 
因为 数 系 运算 律 是 普遍 成 立 而 且 又 是 极为 简朴 易 用 的 算式 ， 所 以 它 
们 是 广泛 能 用 而 且 简 单 有 力 的 代数 学 基本 工具 。 其 实 ， 运 算 律 就 是 整个 
代数 学 的 基础 ! 但 是 运算 律 广大 无 穷 的 用 场 和 它们 多 彩 多 姿 ， 既 简朴 
又 精 到 的 种 种 用 法 ， 则 有 待 在 往 和 后 的 章节 以 及 更 进 一 阶 的 代数 学 中 和 逐 
、 逐 样 地 去 开拓 、 展 现 它 。 所 以 对 于 第 一 个 问题 的 回答 乃 是 : 「 且 
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听 下 回 和 下 下 回 分 解 。」 我 们 现在 要 和 同学 们 作 比 较 详 细 的 初步 分 析 
的 是 第 二 个 问题 。 

在 数 系 和 逐 阶 扩张 中 ， 我 们 可 以 清楚 地 看 到 下 述 两 点 :第 一 点 、 在 
NCZCQCRCC 这 一 0 
乃 是 由 [前 者 运算 律 之 普遍 成 立 」 推导 而 得 者 。 第 二 点 、 使 得 运算 律 
在 逐步 扩张 的 过 程 中 得 以 保持 其 运算 ee 
扩张 的 做 法 的 一 个 指导 思想 。 总 之 ， 运 算 律 普遍 成 立 的 原由 ， 归 根 究 
底 就 得 要 仔细 考察 一 下 自然 数 系 的 运算 律 为 什么 是 普遍 成 立 的 呢 ?在 
这 里 ， 也 许 有 些 同学 会 问 :2 二 3 和 3 十 2 都 等 于 5;2x3 和 3x2 都 等 
于 6; 这 岂 不 是 熟知 而 且 极 为 明显 的 事实 1? 还 有 什么 好 讨论 的 ? 叫 人 
觉得 这 简直 是 庸 人 自 扰 1? 但 是 请 大 家 注意 ， 这 种 举例 说 明 ， 或 者 逐一 
验证 是 无 法 说 明 运 算 律 是 普遍 成 立 的 1 试问 有 那 一 位 同学 曾经 对 于 三 
个 [ 百 位 数 」 的 乘法 ， 真 的 去 验算 过 结合 律 是 否 成 立 的 ? 显然 ， 这 种 
验 算 一 来 极为 繁琐 、 费 时 而 且 极 易 出 错 ; 二 来 于 事 无 补 ， 因 为 即使 费 
了 千 牛 万 虎 之 力 ， 还 是 只 能 对 于 无 穷 多 个 情形 之 中 的 小 小 一 角 做 了 了 验 
算 吧 了 ， 是 不 ?由 此 可 见 ， 追 根 究 底 地 问 自然 数 系 运算 律 为 什么 普遍 
成 立 一 一 此 事 绝 非 唐人 自 扰 ， 乃 是 学 习 代 数 不 可 缺 的 奠基 与 起 步 ! 


这 里 ， 我 们 得 先 说明 一 下 [证 明 」 这 件 事 的 本 质 。 证 明 者 也 ， 万 是 
某 些 事物 的 正确 性 去 说 明 其 他 一 些 事物 的 正确 性 ， 例 如 以 整数 系 运 
而 证 明 分 数 系 运算 律 的 成 立 。 总 之 ， 任 何 论 证 都 
必须 有 所 本 ， 证 明 是 不 可 能 [无 中 生 有 J」 的 1 由 此 可 见 ， 要 证 明 自 然 
数 系 的 运算 律 ， 也 必须 要 有 所 本 ; 而 这 样 一 个 最 、 最 原始 的 根本 究竟 
是 什么 呢 ? 且 让 我 们 来 剖析 一 下 自然 数 系 的 原始 本 质 吧 。 
自然 数 系 是 我 们 用 来 数 「[ 个 数 」 的 数学 工具 (mathematical tool for 
counting)， 它 的 本 质 就 是 一 个 顺序 排列 的 体系 ， 其 起 始 者 为 1， 往 后 顺 
序 地 [后 者 」 表 示 比 [前 者 ] 多 加 1 个 。 亦 即 
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如 此 逐个 加 1 以 至 于 [无 穷 ]。 由 此 可 见 ， 自 然 数 系 最 、 最 原始 根本 的 结 

构 就 是 [十 1」 运算 。 任 何 自然 数 都 可 以 由 1 起 始 ， 逐 步 [ 十 1」 而 达到 它 
。 上 述 对 于 自然 数 系 本 质 的 朴素 的 描述 也 就 是 通常 叫做 数学 归纳 法 原理 
(Principle of Mathematical Induction) 者 也 ! 这 也 就 是 我 们 即将 论证 自然 
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数 系 运算 律 的 所 本 。 其 实 ， 认 清 了 上 述 基 本 出 发 点 ， 就 不 难看 到 下 面 
关于 加 法 ， 乘 法 和 乘 方 的 一 系列 返 朴 归 真 的 剖析 了 。 


(一 ) 加 法 是 [二 1 的 复合 ， 例 如 
4 十 2=(a 十 1) 十 1 a+3=(a+2)+1= ((a+1)+1)+1 


亦 即 [+ 万 是 把 [+1J 连续 做 n 次 的 缩写 。 所 以 十 人 .十 1) 万 是 
[+ 之 后 再 多 做 一 次 『 十 1」 者 也 。 改 用 算式 表达 ， 亦 即 

(0.1) a 二 T+ (n+1)=(a+n)+1 

其 实 ， 上 述 算 式 也 就 是 自然 数 系 的 加 法 运算 的 归纳 定义 (inductive 
definition) 。 

(二 ) 乘法 是 自 相 加 的 缩写 ， 例 如 


l:a=a, 2:4g=a+a, 3:4=2.:a+a= (ga+a)+i+a 
亦 即 
(0.2) (n+1):a=n:a+t+a 
其 实 ， 上 述 工 式 和 1.4=w 也 就 归纳 地 定义 了 自然 数 系 中 的 乘法 运算 
(三 ) 乘 方 是 自 相 乘 的 缩写 ， 例 如 
0 


亦 即 a" 乃 是 nn 个 a 自 相 乘 的 缩写 ， 所 以 
(0.3) oa 一 oo (a =a) 


也 就 是 乘 方 运算 的 归纳 定义 。 


由 上 述 和 逐步 蛤 纳 定 义 ， 我 们 剖析 了 自然 数 系 中 的 加 、 乘 和 乘 方 运算 
是 如 何 由 最 、 最 原始 的 [十 1」 逐步 归纳 组 合 而 成 的 。 由 此 也 就 不 难 想 到 
它们 的 运算 律 是 可 以 由 它们 的 归纳 定义 为 起 点 ， 人 逐步 地 加 以 归纳 论证 的 

。 下 面 只 是 举 三 个 关键 性 的 归纳 论证 为 例 ， 其 他 的 逐一 论证 则 正好 是 
同学 们 开始 练习 归纳 论证 的 自然 起 点 。 
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(i) 加 法 结合 律 的 归纳 证 明 : 
(0.4) (十 外 十 c=& 十 (十 


对 于 Cc 作 归 纳 证 明 :在 起 始 的 c= 二 1 时 ， 上 式 就 是 加 法 的 归纳 定义 式 
， 即 (0.1)- 式 。 再 者 ， 我 们 归纳 地 设 (0.4)- 式 对 于 c 成立， 从 而 去 论证 
(0.4)- 式 对 于 (c 十 1) 也 因而 成 立 。 其 证 明 如 下 : 


(a+t+b)+(c+1)= ((o 十 有 十 中 二 1 [加 法 定义 式 ] 
= (wa+(g+c)+1 [归纳 假设 | 
=a+ ((b+o)+1) [加 法 定义 式 ] 

[加 法 定义 式 ] 
(ii) 分 配 律 的 归纳 证 明 : 
(0.5) mai+n:a= (m+n):a 


对 于 n 作 归 纳 论证 : 在 起 始 的 nn 二 1 时 ，(0.5)- 式 就 是 定义 式 (0.2)。 而 
(0.5)- 式 的 归纳 论证 如 下 : 


m:at+(nti+l):a=m:ai+(n:a+t+a) 乘法 定义 式 
=(m:a+n:a)+a 加 法 结合 律 
= (m+n):a+t+a 归纳 假设 | 
= |[(m+n)+1lj:a 乘法 定义 式 
= | 三 +(+HD Ma 加 法 定义 式 


(i) 指数 定 则 am. a" 二 awW+m) 的 归纳 论证 : 
在 起 始 的 二 1 时 ，am.qa 一 agmtl 就 是 定义 式 (0.3)。 对 于 nn 的 归纳 
论证 如 下 : 


m+n (m+n)+1 十 (n 十 1) 


=a ‘a=a = 


总 之 ， 自 然 数 系 的 加 、 乘 和 乘 方 运算 都 是 由 最 、 最 原始 的 『 十 1j 
运算 ， 和 逐步 复合 而 得 者 ， 而 (0.1), (0.2) 和 (0.3)- 式 分 别 是 它们 的 归 
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纳 定义 式 。 关 于 这 三 种 基本 代数 运算 的 一 系列 运算 律 ， 则 可 以 逐步 
地 以 上 述 三 个 归纳 定义 式 为 起 点 ， 加 以 归纳 证 明之 ! 这 样 就 建立 起 
运算 律 普遍 成 立 这 个 代数 学 的 基础 。 这 也 就 是 我 们 学 习 基 础 代数 学 的 
首 务 之 要 :代数 学 的 探 源 与 英 基 工作 。 


接著 让 我 们 来 谈 一 谈 这 些 简朴 的 运算 律 的 用 场 与 用 法 。 概 括 地 说 ， 
运算 律 的 用 场 在 于 它们 是 解答 各 种 各 样 代 数 问题 的 基本 工具 ， 而 其 多 
彩 多 姿 的 用 法 也 就 是 我 们 将 要 逐步 介绍 其 梗概 的 种 种 代数 方法 。 其 实 
， 学习 代数 学 ， 就 是 要 学 会 善 用 运算 律 去 有 效 、 有 系统 地 解决 多 种 多 
样 的 代数 问题 。 再 者 ， 多 彩 多 次 的 代数 方法 则 当然 是 随 著 代数 问题 的 
拓展 与 深化 而 亦 步 亦 趋 地 发 展 起 来 的 ;新 的 代数 问题 往往 激发 起 新 的 
代数 方法 ， 而 新 的 代数 方法 又 可 以 把 更 多 样 的 代数 问题 得 以 系统 地 理 
解 并 且 把 代数 学 应 用 的 领域 得 以 拓展 。 整 个 代数 学 就 是 这 样 地 莲 勃 开 
展 起 来 的 。 长 话 短 说 ， 下 面 就 让 我 们 先 对 代数 问题 和 代数 方法 作 一 个 
简短 的 初步 介绍 。 


0.2 ”代数 问题 和 代数 方法 简介 


代数 问题 的 范畴 既 广 且 深 ， 这 里 只 举 几 种 初等 的 类 型 为 例 。 它 们 在 
代数 学 的 启蒙 与 黄 基 阶段 ， 则 扮演 著 重 要 的 角色 。 


0.2.1 解 代 数 方程 式 的 基本 原理 和 未 知 数 符号 之 引入 


同学 们 在 小 学 时 学 习 算 术 ， 在 初中 时 进而 学 习 代 数 。 在 数学 的 发 展 
史 中 ， 代 数 乃 是 由 算术 进步 而 得 者 。 现 在 让 我 们 来 剖析 一 下 ， 从 算术 
到 代数 的 进步 ， 其 要 点 何在 ? 突破 点 何在 ? 回顾 当年 ， 在 小 学 算术 中 
所 学 的 四 则 应 用 题 ， 如 年 龄 问题 、 鸡 免 问 题 等 等 ， 大 体 上 来 说 ， 当 时 
是 通过 对 于 每 一 类 型 的 问题 详 加 分 析 ， 各 别 地 求 得 其 所 针对 的 公式 来 
加 以 解答 的 。 但 是 到 了 初中 代数 ， 这 些 多 样 的 四 则 题 统 统 都 可 以 用 简 
单 的 线性 方程 组 加 以 解答 。 其 中 究竟 使 了 什么 [巧妙 」 呢 ?又 看 起 来 
， 其 妙 处 好 像 在 于 引进 了 『「 未 知 数 」 符号 (unknown)。 例 如 在 鸡 免 问题 
中 ， 可 以 用 x, yy 分别 表示 『「 免 数 」 与 1 鸡 数 ] ; 则 所 给 问题 中 的 数量 
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关系 可 以 列 成 两 个 方程 式 ， 即 
TX 十 Yy 二 基数 
47 十 2y 二 足 数 
在 算术 中 虽然 不 用 x, yy 这 种 符号 ， 却 也 可 以 同样 地 写 下 
免 数 十 鸡 数 = 头 数 
4x 免 数 十 2x 鸡 数 二 足 数 
由 此 可 见 ， 到 此 为 止 ， 代 数 和 算术 根本 是 毫 无 本 质 上 的 差别 。 其 实 ， 
代数 解法 的 真正 妙 处 并 不 在 于 引进 未 知 数 符号 和 列 方程 式 ， 而 是 在 于 
能 够 由 代数 方程 去 解 得 未 知 数 所 应 有 的 值 ! 现在 让 我 们 以 头 数 、 足 数 
分 别 是 15 和 38 为 例 ， 来 分 析 一 下 代数 解法 和 算术 解法 的 差别 何在 ? 
(人 代数 解法 : 用 第 一 式 解 得 y= 二 15 一 +， 代入 第 二 式 即 得 
47+2.:(15— x)= 38 
用 分 配 律 将 上 式 简 化 ， 即 得 
47+30—27x=27x+30=38 
> 27=38-30=8 二 z=4 
(ii) 算术 解法 : 若 笼 中 全 部 是 鸡 〈 即 15 只 ) ， 则 足 数 应 为 2x15=30。 
今 和 逐一 以 免 换 鸡 ， 则 头 数 保持 不 变 而 足 数 则 每 次 增加 2。 由 此 可 见 ， 要 
使 得 足 数 由 30 增加 到 38， 所 需 做 的 更 换 次 数 是 (38 -30) 二 2 一 4。 这 
样 就 求 得 免 数 二 4。 
【比较 分 析 】 : 在 代数 解法 中 ， 我 们 用 运算 律 和 [ 移 项 」 即 可 解 得 7， 
yy 所 应 有 之 值 (化 未 知 为 已 知 ! ) 。 而 在 算术 解法 中 ， 老 师 其 实 早已 
| 心中 有 式 」， 即 
免 数 = ( 足 数 一 2 x 头 数 ) 二 2 
然后 再 用 上 述 这 样 一 套 [说 词 」 来 解释 其 合理 性 。 这 里 也 许 同学 们 会 
问 : 「 那 认 老 师 『 心 中 有 式 」 的 上 述 公 式 究竟 是 如 何 想 到 的 呢 ? 」 此 
事 大 致 有 两 种 途径 ， 其 一 是 用 代数 方程 求解 而 得 ， 即 


{ T+Yy=a 


dD 全 27+2(a—7z)=b 


全 27=0-24 全 2=( 一 20) 二 2 
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其 二 是 由 实验 归纳 而 得 ， 即 
免 数 | 鸡 数 | 足 数 


0 a 2a 
1 a—1|2a+2 
2 QQ 一 2|2a 二 4 
3 


a—3|2a+6 


上 面 所 讨论 的 虽然 只 是 一 个 简单 的 实例 ， 但 是 我 们 已 经 可 以 看 到 两 种 解 
法 的 真正 区 别 是 : 在 算术 中 未 能 有 效 利用 运算 律 ; 而 代数 则 有 系统 地 用 
运算 律 去 简化 给 定 的 数量 关系 ， 从 而 化 未 知 为 已 知 。 要 把 这 个 区 别 认识 
得 更 加 清楚 一 些 ， 请 同学 们 再 回想 一 下 ， 在 小 学 时 学 习 算 术 四 则 运算 ， 
是 不 是 有 一 个 口诀 : 「 先 算 小 括号 ， 再 算 中 括号 ， 然 后 算 大 括号 。] 
总 之 ， 在 算术 四 则 中 ， 括 号 是 由 里 及 外 ， 逐 步 去 括号 来 加 以 计算 的 ， 是 
不 ?这 种 算法 在 括号 中 含有 未 知 量 时 ， 例 如 4r 十 2.(15 一 7Z) = 38， 就 行 
不 通 了 ; 而 在 代数 中 ， 我 们 可 以 用 分 配 律 把 2.(15 一 Z) 改写 成 30 一 27 。 
这 叫做 『[ 穷 则 变 ， 变 则 通 1 j 

上 述 『 变 则 通 」 的 原理 如 下 : 在 算式 中 的 未 知 数 在 尚未 解 出 其 应 
有 之 值 之 前 ， 虽 然 不 知 其 值 为 何 ， 但 肯定 是 一 个 数 ， 所 以 那 种 对 于 
任何 数 必 普遍 成 立 的 运算 律 是 肯定 可 用 的 。 其 中 最 为 有 力 者 是 分 配 律 
， 它 使 得 算式 中 的 括号 可 去 、 可 加 ， 不 会 因为 某 一 括号 中 含有 未 知 量 
而 「 受阻。 这 也 就 是 解 代 数 方程 式 的 基本 原理 ! 这 才 是 算术 与 代数 
真正 的 分 野 | 

可 以 这 麻 说 ， 在 算术 年 代 ， 是 没 学 会 用 分 配 律 的 「 石 器 时 代 」 ;到 
了 代数 ， 则 进步 到 大 用 运算 律 ( 特别 是 分 配 律 ) 的 [ 铜 器 时 代 」]。 在 
这 里 ， 我 们 还 要 再 谈 一 谈 1 引进 未 知 数 符号 」 这 个 措 举 的 真正 好 处 和 
意义 。 

由 上 述 分 析 可 见 ， 解 代数 方程 式 的 基本 原理 在 于 系统 地 用 运算 律 ， 
把 含有 未 知 量 的 算式 加 以 简化 、 分 析 。 引 进 符号 如 x,Yy,z 等 来 表达 未 
知 量 的 做 法 就 是 要 把 上 述 原理 具体 化 、 形 象 化 ; 亦 即 未 知 数 就 是 那 种 
在 运算 上 满足 运算 律 的 符号 。 这 样 做 ， 就 使 得 我 们 在 对 于 「 未 知 量 ] 
使 用 运算 律 时 [有的放矢 」 (未 知 数 符号 是 的 」， 运 算 律 是 「 矢 
」) ， 运 用 起 来 自然 更 能 得 心 应 手 ， 是 不 ?再 者 | 代数 」 这 个 名 词 
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， 顾名思义 ， 帮 是 因为 这 种 以 符号 代表 未 知 数 等 等 这 种 做 法 在 代数 
ts 
各 种 各 样 具 有 数 系 通 性 的 事物 如 未 知 数 、 变 数 、 待 定 系 数 等 等 ， 能 够 
有 的 放 矢 地 运用 运算 律 ， 得 以 正规 化 、 系 统 化 。 在 中 学 代数 中 所 学 的 
多 项 式 运算 就 是 这 个 做 法 的 具体 形式 。 

在 中 学 代数 课程 中 ， 所 学 习 的 单元 (或 多 元 ) 多 项 式 运算 ， 其 实 就 
是 含有 单个 (或 多 个 ) 字母 符号 的 算式 之 间 的 运算 。 那 些 叫做 『 元 J] 
的 符号 的 本 质 就 是 它们 在 运算 上 满足 运算 律 ( 亦 即 对 于 任何 数 颖 普遍 
成 立 的 通 性 ) 。 例 如 两 个 多 项 式 的 乘积 是 用 分 配 律 把 它 归 于 单项 式 的 
乘积 之 和 式 来 计算 ， 而 单项 式 的 乘积 则 是 用 乘法 的 交换 律 、 结 合 律 和 
指数 定 则 来 计算 的 。 所 以 多 项 式 本 质 上 就 是 具有 运算 ee 
而 成 的 代数 式 。 它 们 之 间 的 代数 运算 ， 则 就 是 对 于 这 些 符号 运用 运算 
律 所 能 做 的 形式 运算 。 例 如 


(z+1)(z—1)=2x—1, 

(z+7r+1l)(r—1)= 1, 

(z+ +X+1)(rt—1)=72 1, 

($+ = +27y + 

(TZ +) = 7 +37Y + 32Y + 

(z+ 二 x 十 473y 十 672 放 十 470 十 只 等 等 
从 下 一 章 开始 ， 我 们 将 会 有 系统 地 研讨 单元 多 项 式 的 基础 理论 ， 而 它 
人 
一 个 可 微 函 数 描 述 其 多 项 式 函 数 的 局 部 有 逼近。 


0.2.2 韩信 点 兵法 ， 善 用 分 配 律 的 启蒙 者 


在 数 系 的 运算 律 之 中 ， 分 配 律 是 唯一 连结 加 、 乘 这 两 种 基本 运算 者 
。 归 本 究 源 ， 分 配 律 起 源 于 「 乘 乃 是 自 相 加 的 复合 」 这 个 「 乘 的 本 质 ] 


而 且 它 本 身 又 简明 扼要 地 总 结 了 加 、 乘 之 间 的 关联 。 在 代数 学 中 ， 我 
们 对 于 所 有 运算 律 当然 都 不 分 彼此 地 一 起 运用 ， 但 是 其 中 以 分 配 律 最 
为 重要 、 有 力 ， 而 且 它 的 用 场 和 用 法 上 也 特别 有 讲究 。 a 
数 问题 的 研讨 上 ， 是 否 能 够 善 用 分 配 律 往往 就 是 成 败 的 关键 。 在 这 
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点 上 ， 中 国 古 算 中 有 一 个 独到 的 创见 ， 这 也 就 是 我 们 接著 要 详 加 冯 析 
的 [韩信 点 兵法 」， 它 也 就 是 在 数论 中 具有 基本 重要 性 的 [中国 剩 父 
定理 」 (Chinese Remainder Theorem)。 


我 们 先 谈 一 谈 一 个 引人入胜 的 传说 : 话说 当年 ， 在 楚 汉 相 争 的 年 代 
， 韩 信和 是 刘邦 的 大 将 。 有 一 和 天， 刘邦 亲临 韩信 的 军营 ， 而 在 兵 场 上 约 
有 二 千 名 士兵 在 操练 。 韩 信 命 令 士兵 们 先后 以 七 人 一 组 、 十 一 人 一 组 
及 十 三 人 一 组 结集 成 小 组 ， 并 把 每 次 余下 不 能 组 成 七 (或 十 一 、 十 
三 ) 人 小 组 的 人 数 报 上 ， 然 后 他 便 可 以 快速 地 算出 士兵 的 确切 数目 。 
例如 ， 在 组 七 人 小 组 时 人 禾 下 3 人 ， 组 十 一 人 小 组 时 从 下 4 人， 组 十 三 
人 小 组 时 从 下 8 人 ， 韩 信 很 快 便 算出 其 确切 数目 是 1984 人 ;其 和 后 用 
一 个 跟著 一 个 点 的 费时 数 法 确认 了 人 数 正 是 1984， 而 且 当 中 更 包括 一 
些 由 刘邦 上 暗中 吟 听 混 入 士兵 们 中 的 数 名 近 卫 军 ， 以 防 韩信 和 事前 已 知道 
士兵 数目 的 可 能 性 。 故 事 我 们 就 只 说 到 这 里 ， 接 著 让 我 们 来 讨论 上 述 
[ 韩信 点 兵法 」 背 后 的 数学 内 涵 。 


韩信 点 兵法 在 数学 方面 的 分 析 : 


(i) 设 Z 为 士兵 数目 ， 则 当 工 除 以 7、11、13 时 的 余数 便 分 别 是 3、 
4、8 (简称 余数 集 为 (3,4,8)) 。 首 先 要 注意 ， 上 述 条 件 并 不 能 唯 
一 地 确定 的 值 ， 但 若 两 数 过 与 以 具有 相同 的 条 数 集 ， 则 两 者 的 
差别 万 是 一 个 7x1lLlx1l3=1001 的 倍数 。 因 此 ， 韩 信 很 容易 就 可 
以 选 定 其 中 最 接近 粗 估 其 人 数 约 为 2000 的 那个 立 为 答案 。 


(ii) 设 Zi、z2、7z3a 分 别 是 以 (1,0,0)、(0,1,0)、(0,0,1) 为 余数 集 而 且 人 小 
于 1001 的 解 。 根 据 假设 x1 是 11 x13 二 143 的 倍数 ， 即 Zil = 143.% 
， 不 难 求 出 = 二 5， 即 得 wi1 = 二 715° 同 理 ，x2 = 二 7x13.y2 = 91.%,, 
y2 二 4， 即 得 x2 = 二 364; z3= 二 7 了 x11.vys 二 77.wys,Yy3 二 12， 即 得 
2Z3 二 924。 这 些 zl1、2Z2、7Z3 便 是 韩信 预先 早已 算 妥 记得 的 | 胸 有 
成 竹 ]。 


(ii) 跟著 由 分 配 律 可 直接 得 出 11 .wi 十 7r2. V2 十 7T3. zs 的 条 数 集 便 是 
(r1, 72, 73) | 其 中 0 区 7 <7,0<r7r,< 11,0<7rs3<13° 在 上 述 例子 
中 ，(7r1,72,73) = (3,4,8)， 所 以 韩信 很 快 便 能 萌出 zz 的 值 是 1984。 
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韩信 点 兵法 的 基本 想法 和 局 示 : 
现在 让 我 们 来 剖析 一 下 「 韩信 点 兵法 」 的 基本 想法 和 这 样 一 个 成 功 
范例 所 展现 的 启示 : 


基本 想法 : 在 求解 剩 从 问题 时 ， 当 从 数 之 中 只 有 一 个 是 1， 其 他 丑 为 
0 的 特殊 情形 ， 不 但 容易 解答 ， 而 且 可 以 用 这 一 系列 特殊 解 ， 把 一 般 
情形 的 解答 简洁 地 用 下 述 公 式 表达 之 。 设 zw1, Xo,'… ,Lh 是 对 于 给 定 一 
组 公 因 数 为 1 ( 亦 即 互 质 ) 的 除数 {falaz……,aki}j， 其 徐 数组 分 别 是 
(1 0 ,0), (0,10，… ,0),…, (0,.… ,0,1) 的 特殊 解 ， 则 


(0.6) T=7vi 二 Toro 十 十 TD 


妃 是 一 个 和 修 数 组 是 (rira…… ,Th) 的 解 。 而 且 任何 以 (71,72,… ,Th) 为 修 
数组 的 解 和 上 述 x 相差 一 个 qlaz.…ak 的 整数 倍 。 上 述 公式 (0.6) 之 所 
以 普遍 成 立 的 理由 就 是 分 配 律 。 由 分 配 律 可 见 riz; 被 a; 除 的 欠 数 是 7; 
而 且 4 一 rit; = Dj Ti 被 ui 除 的 余数 是 0 ( 因为 每 一 个 7jzj, 7 关 i, 都 
含有 因子 a;) 。 由 此 可 见 ， 上 述 算法 的 基本 思想 就 是 善 用 分 配 律 ， 把 
剩余 问题 的 一 般 情 形 ， 直 截 了 当地 归于 易 解 好 算 的 特殊 情形 来 系统 解 
答 之 。 

有 鉴于 韩信 本 人 万 是 楚 汉 相 争 时 代 的 大 将 军 ， 在 此 不 妨 借用 军事 术 
语 来 比喻 上 述 基 本 思想 : 假如 我 们 把 剩 条 问题 看 做 [战场 的 全 局 」 的 
话 ， 则 那些 特殊 余数 组 的 解 就 是 能 够 简明 扰 要 地 控制 全 局 的 [战略 要 
点 」。 所 以 上 述 分 解 组 合 由 特殊 解 去 全 局 控制 一 般 解 的 想法 ， 的 确 展 
现 了 韩信 在 认识 问题 、 解 决 问 题 上 的 【大 将 之 风范 」]。 他 给 后 学 后进 
的 一 般 性 启示 大 致 如 下 : 


「 当 我 们 在 研讨 某 一 种 问题 ， 不 宜 拘泥 也 不 必 局 限于 原 给 的 
问题 ， 而 是 要 把 它 放 到 恰到好处 的 广度 和 范畴 之 中 去 处 理 。 
唯 有 这 样 才 有 可 能 把 同类 的 问题 妥 加 组 织 (例如 在 剩余 问题 
中 由 分 配 律 的 运用 所 得 的 (0.6)- 式 ) ， 然 后 再 用 这 种 组 织 去 
实现 分 解 组 合 系统 解答 的 战略 思想 。] 
当然 ， 如 何 对 于 某 一 种 问题 把 其 相应 的 广度 和 范畴 选 得 恰到好处 和 
如 何 把 所 选 定 的 全 局 妥 加 组 织 万 是 密切 相关 的 。 此 事 一 来 随 著 待 解 的 
问题 而 定 ， 二 来 也 有 赖 于 解 题 者 对 于 该 问题 的 认识 深度 而 定 ， 所 以 无 
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法 有 定 规 ， 也 难以 有 一 概 之 论 。 但 是 在 基础 数学 中 却 自然 而 然 地 有 好 
些 基 本 常用 的 问题 ， 也 都 可 以 同样 地 用 分 配 律 加 以 组 织 ， 使 得 一 般 解 
和 特殊 解 之 间 的 关系 也 和 (0.6)- 式 同样 地 是 一 种 倍数 组 合 (或 称 为 线性 
组 合 ) 。 这 一 类 问题 通称 之 谓 线性 问题 。 研 究 有 效 解答 线性 问题 ， 并 
且 拓 展 其 应 用 的 课题 则 叫做 线性 代数 (Linear Algebra)， 这 其 实 就 是 我 
们 在 大 学 基础 数学 课程 中 所 要 研讨 的 一 个 中 心 课 题 ， 而 且 它 也 是 在 整 
个 数学 中 一 个 最 广泛 有 用 的 精简 所 在 。 


总 结 上 面 这 一 段 讨论 ， 可 以 说 线性 代数 的 基本 想法 就 是 系统 地 运用 
分 配 律 去 解决 各 种 各 样 线性 问题 。 而 这 种 善 用 分 配 律 去 解决 线性 问题 
的 基本 方法 和 思路 ， 业 已 在 韩信 点 兵法 中 充分 体现 、 简 明 扼 要 地 表达 
得 | 淋 注 尽 致 |] 。 将 来 同学 们 在 学 习 线 性 代数 的 起 步 时 刻 ， 当 知 线性 
代数 的 基本 方法 ， 实 万 起 源 于 中 国 古 算 的 [中 华 祖 法 」。 


0.2.3 向量 代 数 与 空间 本 质 的 线性 化 


上 面 两 小 节 的 讨论 ， 初 步 说 明了 分 配 律 在 代数 学 上 的 重要 性 。 大 体 
上 来 说 ， 分 配 律 在 代数 学 中 的 基本 重要 性 是 很 自然 也 相当 明显 的 ， 但 是 
分 配 律 在 几何 学 中 也 同样 具有 基本 重要 性 ， 则 是 并 非 显而易见 的 了 。 长 
话 短 说 ， 在 空间 中 把 每 个 点 都 作 一 同 向 等 距 的 移动 (如 [图 0-1] 所 示 ) 
叫做 一 个 平移 (平行 移动 的 简称 )。 用 [平行 四 边 形 定理 ]( 亦 即 一 
个 四 边 形 若 有 一 对 对 边 平行 且 等 长 则 其 另 一 对 对 边 也 平行 且 等 长 ) 
即 可 证 明 两 个 平移 的 组 合 必 定 还 是 一 个 平移 ( 见 [图 0-2]) 。 


[图 071] 
同 理 也 可 证 两 个 平移 的 组 合 是 可 交换 的 ， 即 万 omi 和 no 右 恒 为 
同一 平移 。 以 上 述 事实 为 基础 ， 就 自然 可 以 把 平移 的 组 合 看 成 平移 
之 则 的 『 加 法 」。 而 且 把 它 想 成 一 种 带 有 方向 成 份 的 量 ， 称 之 为 
[位 移 向 量 」 ， 往 后 将 用 小 粗 体 拉丁 字母 如 a,b,c 等 表示 位 移 向 量 。 
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[图 0-2 ] 


接著 我 们 还 可 以 引进 一 个 向 量 的 倍 积 (Scalar Multiplication)， 即 .a 
在 天 是 正 ( 或 负 ) 实数 时 用 是 那个 和 a 同 向 (或 反 向 ) 而 且 其 长 度 则 
是 a 的 |k|- 倍 的 位 移 向 量 。 例 如 正 整 数 倍 n.a 其 实 就 是 nn 个 a 自 相 加 
的 总 和 ， 分 数 倍 号 ,a 其 实 就 是 那个 唯一 满足 n.X= 二 ma 的 向 量 。 由 
上 述 倍 积 的 定义 ， 不 难看 到 它 满足 下 列 运算 律 ， 即 


ki: (kh2:a) = (ki: ko):a 

(i ko):a= kai+k2.a 
但 是 另外 一 个 分 配 律 ， 即 

k.(a+b)=k.a+k.b 


是 否 也 成 立 呢 ?如 [图 0-3] 所 示 ， 其 实 和 上 述 分 配 律 相应 的 几何 事实 就 
是 平面 几何 中 极为 重要 有 用 的 相似 三 角形 定理 ! 所 以 不 但 上 述 倍 积分 
配 律 是 普遍 成 立 的 ， 它 本 身 根 本 就 是 相似 三 角形 定理 的 代数 化 ! 

k.a+i+k.:b 


[ 图 0-3 ] 


一 个 位 移 向 量 a 同时 具有 长 度 和 方向 这 样 两 种 内 含 。 我 们 将 用 |a| 
表示 a 的 长 度 ， 用 La,b) 表示 a,b 这 一 对 向 量 的 方向 差 ， 亦 即 两 者 
之 间 的 夹 角 。 在 平面 几何 学 的 研讨 中 ， 三 角形 是 既 精 且 简 的 基本 图 形 
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。 用 向 量 来 表达 三 角形 ， 则 它 的 三 个 有 向 边 就 可 以 分 别 表达 成 a,b 和 
a 十 b。 由 平面 几何 中 所 熟知 的 S.S.S. 登 合 条 件 可 见 夹 角 La,b) 业已 被 
其 三 边 边 长 |al, |b|, |a 十 b| 所 唯一 确定 ( 亦 即 余弦 定律 ) 。 再 者 ， 中 国 
古 算 中 的 匀 股 定理 可 以 改写 成 


若 Za,b) 二 直角 ， 则 有 |a+bl?=|al? +|bl? 


在 一 般 a,b 并 非 互相 垂直 的 情形 则 a+bl? 一 |al? 一 bj? 关 0。 例 如 当 
a 一 b 的 特殊 情形 ， 则 有 


a+ bp -lal — IbP =4lal? ~ lal? — |al? = 2lal 
总 之 ， 对 于 任 给 两 个 位 移 向 量 ab， 下 述 函 数 
(0.7) f(a,b) = 3{la+ bl ~ lal ~ Ibf) 


是 一 个 值得 研讨 的 几何 量 。 例 如 f(a,b)= 二 0 乃 是 a,b 互相 重 直 的 充 要 
条 件 ， 而 且 f(a,a) = 二 aj。 所 以 它 显然 是 一 个 和 ab 的 长 度 、 夹 角 都 
密切 相关 的 几何 量 。 但 是 归根 究 底 (0.7)- 式 所 定义 的 几何 量 是 否 真 正 有 
用 、 好 用 ， 还 得 要 看 它 是 否 具 有 简洁 好 用 的 优良 性 质 。 它 显然 具有 对 
称 性 ， 即 f(a,b) = f(b,a)， 而 详 加 研讨 的 结果 会 发 现 它 其 实 还 具有 下 
述 简洁 易 算 的 性 质 ， 即 


(0.8) f(a,b+c)= f(a,b)+ f(a,c) 


上 述 几 何 量 将 是 用 向 量 去 研讨 几何 广泛 有 用 的 有 力 工 具 。 在 向 量 代数 
中 ， 我 们 索 兴 把 它 想 成 是 一 种 由 两 个 向 量 求 得 一 个 数值 的 一 种 乘积 ， 
叫做 向 量 的 内 积 (Inner Product) 而 且 改 用 符号 ab 表达 之 ， 亦 即 以 


1 
(0.7) arb=5{la+bl — af ~ |b[} 


为 向 量 内 积 的 定义 式 。 这 样 做 的 基本 原由 就 是 使 得 性 质 (0.8)- 式 可 以 直 
截 了 当地 改写 成 


(0.8") a:(b+c)=a:b+i+a:c 
文 种 分 配 律 的 形式 ， 使 得 它 运 用 起 来 能 够 更 加 得 心 应 手 。 
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总 结 这 一 小 节 的 讨论 ， 我 们 可 以 用 位 移 向 量 的 加 法 、 倍 积 和 内 积 简 
洁 自 然 地 把 室 间 的 结构 全 面 代数 化 ， 而 且 把 定量 几何 学 中 的 基本 定理 
如 相似 三 角形 定理 和 勾 股 定理 分 别 转化 为 倍 积 和 内 积 的 分 配 律 。 这 也 
就 是 为 什么 分 配 律 的 代数 又 成 为 研讨 几何 学 的 利器 的 道理 。 


0.2.4 线性 代数 和 轨 尺 作 图 


在 古 希 腊 几 何 学 中 ， 相 传 有 三 个 待 解 的 轨 尺 作 图 难题 ， 一 直 找 不 到 
其 解法 : 


1. 其 一 是 : 如 何 作 一 正 立 方 体 ， 其 体积 为 一 个 给 定 正 立方 体 的 两 倍 ? 
2. 其 二 是 : 如 何 将 一 个 给 定 角 三 等 分 ? 
3. 其 三 是 : 如 何 作 一 正方 形 和 单位 圆 具 有 同等 面积 ? 


此 事 世 代 相 传 ， 一 直 无 法 解答 ， 一 直到 近世 才 真 相 大 白 : 原来 三 者 都 是 
无 法 用 有 限 次 轨 尺 作 图 来 达成 的 ! 换 句 话说 ， 古 希腊 几何 学 家 所 寻求 的 
作 图 法 ， 其 实 是 根本 不 存在 的 ! 而 前 两 个 的 不 存在 性 的 证 明 乃 是 运用 线 
性 代数 的 架构 ， 把 原本 的 几何 问题 转化 成 代数 问题 而 得 以 解决 的 。 此 事 
万 是 大 学 线性 代数 课程 的 讨论 范围 ， 在 此 则 仅 作 一 简明 扰 要 的 介绍 。 


[ 注 ] : 详细 证 明 请 参看 附录 的 讨论 。 


从 定量 几何 的 观点 来 说 ， 第 一 个 作 图 题 所 要 达成 者 是 由 给 定单 位 长 
去 求 作 一 个 长 度 等 于 YW3 的 直线 段 ， 而 第 二 个 作 图 题 所 要 寻求 者 ， 则 是 
如 何 由 一 个 给 定 角 0 的 正弦 sin0 (或 其 条 统 cos0) 去 作出 长 度 是 sin5 
(或 cos4 ) 的 直线 段 。 开 宗明 义 ， 问 题 本 身 并 非 长 度 分 别 是 WV2 和 sin 4 
的 直线 段 是 否 存在 ， 而 是 它们 是 否 能 用 有 限 次 的 轨 尺 作 图 构造 而 得 ? 
由 此 可 见 ， 要 证 明 上 述 两 个 作法 之 『 不 存在 性 」， 当 然 就 得 对 于 那些 


可 以 用 有 限 次 轨 尺 作 图 构造 而 得 的 线段 长 有 一 种 明确 的 总 体 认 识 ! 


【 分析】 : 归根 究 底 ， 在 轨 尺 作 图 中 ， 逐 步 所 做 者 不 外 乎 一 次 次 去 求 
{ 线 、 线 1，{ 线 、 圆 } 和 1{ 圆 、 圆 } 的 交 截 。 以 近代 解析 几何 的 观点 
来 表达 ， 那 就 是 求解 它们 的 联 立 方程 式 的 解 点 坐标 。 而 其 中 每 次 所 要 求 
解 的 方程 组 的 系数 ， 则 是 原 给 线段 或 前 面 逐 次 作 图 所 得 者 的 长 度 。 稍 加 
分 析 ， 就 可 以 看 到 { 线 、 线 } 交点 的 坐标 总 是 可 以 用 系数 的 四 则 运算 
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加 以 表达 ; 而 { 线 、 圆 和 1{ 圆 、 圆 } 的 交点 坐标 则 可 以 用 系数 的 四 
则 运 背 加 上 平方 根 的 表 式 来 表达 之 。 由 此 可 见 ， 那 种 可 以 用 有 限 次 轨 尺 
作 图 求 得 的 长 度 乃 是 可 以 由 原 给 长 度 ， 以 有 限 次 四 则 运算 和 平方 根 的 组 
合 加 以 表达 者 。 反 之 ， 任 何 能 够 用 给 定 长 度 再 用 上 述 五 种 运算 的 有 限 
次 组 合 加 以 表达 的 长 度 ， 也 都 可 以 用 有 限 次 轨 尺 作 图 去 逐步 构造 之 | 
【基本 想法 与 具体 做 法 】 

(一 ) 改 用 代数 的 描述 。W2 和 sin 分 别 是 下 述 三 次 方程 式 的 根 ， 即 


32=0 
473 — 37+sin0=0 


若 将 0 取 为 5 全 30")， 则 有 


1 
本 = 3s 
亦 即 7233F+1=0,， t=27 


显然 怒 --2 和 入 一 3 二 1 都 是 有 理 系数 不 可 约 的 三 次 多 项 式 〈 因 为 它 
们 显然 没有 有 理 根 ) 。 


概括 地 来 说 ， 我 们 所 要 论证 者 ， 就 是 像 上 述 不 可 约 三 次 多 项 式 的 根 
是 无 法 改 用 有 限 次 二 次 方程 的 求 根 和 四 则 组 合 来 表达 的 ! 换 和 名 话说 ， 
单个 三 次 方程 的 求解 就 是 无 法 改 用 任何 有 限 次 的 各 种 各 样 二 次 方程 求 
根 和 四 则 组 合 去 替代 之 的 。 这 种 不 可 替代 性 强烈 地 显示 了 三 次 方程 的 
根 和 二 次 方程 的 根 肯 定 具 有 本 质 性 的 差别 。 唯 有 精确 地 认 清 两 者 之 间 
的 相 异 本 质 ， 才 能 严格 论证 这 种 不 可 替代 性 。 


(二 ) 在 上 面 所 讨论 的 代数 问题 中 ， 所 涉及 的 三 次 多 项 式 的 不 可 约 性 
是 至 关 重 要 的 。 而 多 项 式 的 不 可 约 性 则 是 要 在 系数 域 明确 界定 之 下 才 
能 决定 者 也 。 设 太 是 一 个 给 定 的 系数 域 ，a 是 一 个 已 上 不 可 约 二 次 多 
项 式 的 根 ， 则 有 

F(a)= {co+caa;co,cr EF} 


构成 一 个 新 的 域 ， 而 且 它 也 是 玉 上 的 一 个 2- 维 线性 空间 。 
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再 者 ， 设 了 是 一 个 以 F(a) 为 其 系数 域 的 m 维 线性 空间 。 设 
{fb:1<i< 是 V 的 一 组 基底 ， 则 WV 中 任 给 元 素 X 惨 可 唯一 地 表达 
为 {bi1< 和 mm} 的 下 (oa)- 线 性 组 合 ， 即 


x =》 .bi Gi=aitbi:a, ,bi EF 


?一 | 


亦 即 六 三 aibi 十 5 bi(ab:;) 
i=1 i=1 


所 以 ， 当 我 们 把 了 想 成 是 一 个 下 上 的 线性 空间 时 ， 则 六 中 的 任 给 元 
素 溺 可 唯一 地 表达 成 {bisabisl i<m} 的 了 -线性 组 合 。 由 此 可 见 了 
是 已 上 的 2m- 维 线性 空间 ， 亦 即 有 

dimp V2 dimp(a,) V 
(三 ) 设 VV 是 由 万 起 始 ， 逐 步 添 加 二 次 方程 的 根 扩 张 所 得 的 域 ， 即 有 


V= F(a)(m)... (Qa) 2 F(ai1)(02)... (Qp_1) 
(os) FE(0) DE 


其 中 Qj 是 一 个 以 (aq)...(Qaj 1) 为 系数 域 的 二 次 不 可 约 多 项 式 的 根 。 
直接 用 上 述 维 数 公式 逐步 推进 就 有 


dimpV = 2° 
(四 ) 设 8 是 一 个 以 已 为 系数 域 的 不 可 约 三 次 多 项 式 f(z) 的 根 。 由 上 
述 所 设 可 见 位 ;089 线性 无 关 一 而 150 0 0 网 线 性 相关 ”再 者 ， 
任何 一 个 次 数 至 多 为 2 的 多 项 式 g(z) 当然 是 和 f(x) 互 素 的 ， 亦 即 f(z) 
和 g(x) 的 最 高 公 因 式 等 于 1。 由 驾 转 相 除 求 最 高 公 因 式 可 得 关系 式 
1= A(z)f (x) + B(z)g(7) 
将 6 代入 上 式 即 得 
1= A(B)f(B) + B(B)g(B) = B(B)g(D) 
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亦 即 g(8) 的 倒数 也 可 以 表达 为 1, 6,B? 的 线性 组 合 。 所 以 
F(B)= {co+cig+ca62 cocl cz € P} 

业已 构成 一 个 域 ， 它 显然 是 下 上 的 一 个 3- 维 线性 空间 。 

(五 ) 最 和 后 我 们 要 证 明 上 述 6 不 可 能 被 包含 在 像 前 述 V 这 种 由 矿 逐 步 添 

加 有 限 个 二 次 方程 的 根 所 扩张 而 得 的 域 之 中 。 假 如 不 然 ， 则 VV (6B)。 

所 以 V 也 是 F(B) 上 的 一 个 线性 空间 ， 设 其 维 数 为 n， {fal <i<n} 


是 V 的 一 组 (6)- 基 底 © 风 ] {ai, Pai, 2ai, 1 < 1 < n} 就 构成 了 V 的 一 
组 下- 基底， 亦 即 


2 dimrV=3.dimr@)V =3.n 
这 显然 是 一 个 矛盾 ， 因 为 2* 不 可 能 被 3 整除 ! 


当 6 二 W323 时 ， 上 述 论证 说 明了 [问题 一 ] 是 无 解 的 ;而 当 6 == sin10? 
时 ， 上 述 论证 说 明了 [问题 二 ] 在 9 = 30° 时 已 经 是 无 解 的 了 。 


0.2.5 研讨 代数 学 的 几 个 基本 方法 


基于 代数 问题 的 本 质 和 代数 学 的 基本 思想 ， 就 自然 产生 了 下 列 几 种 
常用 、 有 用 的 基本 方法 ， 它 们 万 是 在 代数 学 的 研讨 和 各 种 各 样 代数 问 
题 的 解法 中 贯穿 全 局 ， 经 常 有 用 者 。 


1. 归纳 发 现 、 归 纳 论证 与 唯一 性 

几何 学 与 代数 学 都 是 研究 大 自然 的 有 力 工具 ， 但 是 两 者 的 研讨 方法 
却 有 著 本 质 上 的 差异 。 在 几何 学 的 研讨 中 ， 我 们 有 著 相 当 可 靠 的 几何 
直观 (geometric intuition) 的 引导 ， 往 往 在 讨论 初期 便 已 得 知 结论 的 梗概 
;而且 几何 直观 往往 又 能 带领 著 我 们 逐步 到 向 所 需 的 结论 。 相 比 之 下 
， 在 代数 学 的 研讨 中 ， 虽 然 我 们 具备 各 种 各 样 有 效能 算 的 运算 律 ， 但 
是 缺乏 相应 的 [代数 直观 」 的 引导 ， 我 们 所 能 [| 见 」 者 并 不 其 远 。 这 
便 是 几何 党 和 代数 学 两 者 在 研讨 方法 上 的 一 种 重要 差别 。 所 以 ， 在 代 
数学 的 研讨 中 ， 了 寻找 目标 以 作 「 有 的 放 矢 」 乃 是 十 分 重要 的 一 步 ， 而 
这 个 [寻找 『 的 」 用 以 放 矢 」 的 工作 ， 便 是 同学 们 曾 接触 过 的 归纳 法 
， 也 是 我 们 在 第 一 节 「 数 系 运 算 律 」 的 讨论 中 所 用 过 的 方法 。 
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在 中 学 的 课程 中 ， 归 纳 法 的 应 用 往往 是 在 于 [归纳 论证 」 的 部 分 。 
其 实 由 上 面 一 小 段 的 分 析 ， 大 家 可 看 到 归纳 法 的 要 点 其 实在 于 [归纳 发 
现 」 这 一 部 分 ， 而 [归纳 论证 」 只 是 用 来 确立 | 归纳 发 现 」 之 所 得 者 的 
理据 。 所 以 ， 在 一 个 完整 的 归纳 法 中 ， 理 应 可 以 分 为 下 述 三 个 部 分 : 


一 、 归纳 地 发 现 具 有 某 种 有 用 特性 的 事物 (inductive discovery) ; 
二 、 归纳 地 定义 该 事物 (inductive definition) ; 


、 归纳 地 证 明 上 述 归 纳 定 义 者 的 确 具 有 所 应 有 之 特性 (inductive 
proof)° 


所 以 若 只 著 重 「 归纳 证 明 」 而 忽略 了 『 归纳 发 现 」 的 讨论 可 以 说 是 有 
点 使 本 逐 末 ， 断 章 取 义 的 教学 。 在 往 和 后 研讨 线性 方程 的 基础 理论 中 ， 
我 们 将 以 行列 式 的 归纳 发 现 、 归 纳 定义 和 归纳 论证 为 例 来 体现 一 个 完 
整 的 归纳 法 的 具体 做 法 和 用 场 。 

在 此 ， 同 学 们 可 能 会 问 : 『「 如 果 采 用 另 一 种 途径 来 归纳 发 现 、 定 义 上 
述 行列 式 ， 会 否 得 到 另 一 种 的 『 行 列 式 」? 」 这 个 便 是 所 谓 的 [唯一 性 ] 
问题 。 在 代数 学 的 研讨 中 ， 我 们 会 用 五 花 八 门 的 方法 来 寻找 不 同 种 类 
的 公式 ， 当 然 有 可 能 会 出 现 上 述 不 同方 法 得 出 不 同 公式 的 情况 。 所 以 
， 在 发 现 公式 及 论证 其 正确 性 之 和 后， 我 们 应 当 问 一 问 这 种 『 唯一 性 J] 
的 问题 ， 亦 即 所 求 的 公式 是 否 业 已 由 用 来 寻找 它 的 特性 所 『「 唯 一 」 地 
确定 。 大 家 要 注意 在 这 里 的 [唯一 」 并 不 只 限于 『「 一 个 ] ， 而 是 包括 
[一 类 」]、『「 一 系列 」 等 等 较为 广泛 的 意思 ， 例 如 某 组 合 所 得 者 必 为 
某 类 常数 等 等 。 我 们 将 会 证 明 行 列 式 会 由 三 个 条 件 所 唯一 地 确定 ， 这 
个 结果 我 们 称 之 谓 『「[ 行 列 式 的 界定 定理 ] 。 行 列 式 的 界定 定理 的 用 途 
广泛 多 样 ， 例 如 就 可 以 用 于 证 明 有 向 面积 或 有 向 体积 其 实 就 是 行列 式 
这 个 结果 。 

其 实 ， 代 数学 中 很 多 重要 的 公式 和 定理 ， 都 是 由 低 次 到 高 次 、 由 少 
元 到 多 元 逐步 归纳 发 现 ， 然 后 再 行 归 纳 论 证 其 普遍 性 ， 确 立 其 唯一 性 
2. 线性 结构 和 线性 化 

韩信 点 兵法 启示 我 们 如 何 善 用 分 解 组 合 ， 把 所 待 解 的 线性 问题 有 系 
统 地 归于 某 一 组 易 解 的 特殊 解 的 线性 组 合 而 获得 其 通 解 。 由 此 可 见 ， 


-一 
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若 能 把 多 种 多 样 的 代数 问题 (或 几何 、 分 析 问 题 ) 妥 加 组 织 ， 适 当地 
把 它们 转化 成 线性 问题 ， 则 韩信 点 兵法 就 可 以 大 行 其 道 了 。 在 80.2.3 和 
80.2.4 中 所 讨论 的 万 是 其 中 几 个 重要 的 实例 。 
3. 待定 系数 法 

好 些 代 数 问题 ， 可 以 适当 地 引进 待定 系数 ， 把 它 归 于 解 方 程 的 理论 


来 研讨 之 。 这 是 代数 学 研讨 中 常用 、 好 用 的 一 种 手法 。 下 面 所 举 者 万 
是 一 些 简单 的 实例 ， 暂 且 作为 其 初步 简介 之 用 。 


在 平面 上 ， 相 异 两 点 定 一 直线 ， 不 共 线 三 点 定 一 圆 ; 这 些 都 是 很 基 
本 的 几何 事实 。 在 坐标 几何 的 讨论 中 ， 我 们 经 常 要 找 出 这 些 线 和 圆 的 坐 
标 方 程 ， 以 便 作 和 后 续 的 讨论 和 计算 。 但 如 果 当 中 某 些 点 含有 未 知 的 坐标 
时 ， 求 解 上 述 的 坐标 方程 便 很 麻烦 了 ， 例 如 要 把 某 个 系数 是 否 为 零 的 情 
况 分 开 来 讨论 。 但 无 论 如 何 ， 直 线 方程 必定 是 AT 十 By 十 C= 二 0 这 种 样 
子 ， 圆 的 方程 必定 是 A(2 十 奶 ) 十 Dz 十 By 十 下 二 0 这 种 样子 ， 是 不 ? 


待定 系数 法 的 精神 就 是 假设 所 求 的 公式 就 是 上 述 样子 ， 然 后 用 已 给 
的 资料 列 出 相应 的 方程 组 ， 最 后 把 原来 问题 转化 成 相应 的 方程 组 有 和 否 
某 种 特定 解 而 取代 之 。 例 如 ， 设 直线 4z 十 By+C=0 通 过 给 定 ( 相 
异 ) 两 点 (ZW) 和 (x2,yo)， 则 有 


Arit+ B+C=0 
Azxzs+ By2+C=0 


若 (X,Yy) 是 在 线 上 的 另 给 一 点 ， 则 还 有 Az 十 By 二 C= 二 0， 即 


| 全 to 

Az2 + By +C=0 

47 十 By+C=0 

由 几何 结论 我 们 知道 应 可 求 出 A, B,C 的 一 个 非 平 凡 解 ， 即 A, B,C 不 
全 为 0 的 一 组 解 。 所 以 ， 若 把 上 述 方程 组 想 成 以 A, B,C 为 变 元 的 线 
性 方程 组 : 


wi 0 =0 
zr.ATY:B+1.0=0 
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见 ] A, B,C 不 可 能 只 有 唯一 解 A=B=0=0，; 亦 即 其 系数 的 行列 式 必 
须 为 0 ( 详 见 第 四 章 关于 行列 式 的 讨论 ) ， 所 以 得 出 
Z1 01 1 


Z2 %2 1 
rr yl1 


二 0 


这 便 是 过 (zi1,W) 和 (zx2,y2) 两 点 的 直线 方程 。 


同 理 ， 过 不 共 线 三 点 (Zuo);, (ZT2,Y2) 和 (x3,y3) 的 圆 方 程 4(z2 十) 十 
Dz+ Ey 十 =0 就 是 


T+ rl 
72+R x2 yo 1 
TI+y3 Za ys 1 
z+y xX vy 1 


二 0 


总 结 本 章 对 于 代数 学 的 绪论 ， 可 见 代数 问题 的 范畴 其 实 是 既 广 且 深 
的 。 但 是 代数 学 的 基本 精神 则 是 一 贯 的 ， 亦 即 有 系统 、 有 效 地 运用 运 
算 律 。 当 然 ， 随 著 代 数 问题 的 深化 和 多 样 化 ， 这 种 善 用 运算 律 的 代数 
方法 也 就 自然 而 然 地 深化 和 多 样 化 。 再 者 ， 为 了 把 代数 方法 用 来 解决 
更 多 彩 多 次 的 数学 问题 ， 也 自然 地 产生 了 更 多 样 、 更 精细 的 代数 结构 
。 其 中 最 为 简朴 常用 的 就 是 线性 结构 ， 和 它们 的 研讨 所 展现 的 线性 代 
数学 。 这 也 是 大 学 基础 代数 的 一 个 中 心 课题 。 


0.3 例题、 习题 与 思考 是 


0.3.1 数 系 运算 律 与 数 系 扩张 


(1) 自然 数 系 运算 律 的 归纳 论证 : 加 、 乘 、 乘 方 的 归纳 定义 乃 是 论证 之 
所 本 ， 即 


a 二 + (n++1)== (a 二 +n)+1 
(n+1):a=n.:at+a 
n 二 1) 


al 一 QQ 
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基于 上 述 归 纳 定 义 式 ， 即 可 逐步 归纳 证 明 自 然 数 系 的 运算 律 ， 即 加 、 

来 的 交换 律 与 结合 律 ， Pa 。 在 80.1 中 业已 列 述 了 加 法 

结合 律 ， 分 配 律 和 um = art+n 的 归纳 证 2 ° 学 们 应 该 以 此 为 例 进 

而 过 步 纳 论证 其 他 备 个 运 律 。 请 注意 ， 这 个 疯 基 性 的 逐步 论证 运 
算 律 ， 在 顺序 上 是 很 有 考究 的 。 


(2) 由 自然 数 系 到 整数 系 的 扩张 及 整数 系 运算 律 的 验证 : 整数 系 比 自然 
数 系 添 加 了 0 和 负 整 数 {-n, ne N}， 其 特 微 性 质 分 别 就 是 


a+0=a 和 (-n)+n=0 


试 分 析 整 数 系 的 加 、 乘 运算 的 定义 及 其 运算 律 之 普遍 成 立 ， 并 从 而 认 
清 两 者 之 间 的 密切 相关 。 


(3) 由 整数 系 到 分 数 系 的 扩张 及 分 数 系 
n 是 整数 而 且 灵 夭 0， 它 的 特征 性 质 就 


WA 
nN 


运算 律 的 验证 : 分 数 亚 ， 其 中 册 ， 


nN . 


是 
二 m， 而 且 = 
4 


他 Mm:g=nN:p 
式 分 析 分 数 系 的 加 、 乘 运算 的 定义 及 其 运算 律 的 普遍 成 立 ， 并 从 而 认 
es 


0.3.2 ” 驾 转 相 除 法 与 算术 基本 定理 


(1) 带 从 除 法 和 胃 转 相 除 法 : 给 定 一 个 正 整 数 m， 我 们 暂时 还 没有 一 个 
有 效能 算 的 方法 来 寻找 其 1 和 mm 以 外 的 因数 。 因 为 这 个 分 解 过 程 没有 
有 效 计 算 方 法 ， 现 今 常 用 的 密码 就 是 用 到 这 个 计算 上 的 盲点 来 编制 的 
。 但 是 若 给 定 一 对 正 整 数 nh <m?， 我 们 就 有 熟知 的 带 从 除法 ， 亦 即 存 
在 (唯一 的 ) 整数 gl 和 0<ri<ns， 使 得 


n= "RT 
若 71 二 0 则 nn 是 m 的 一 个 因数 ， 否 则 即 不 是 。 在 此 还 可 以 看 出 一 个 好 
用 的 事实 ， 即 (m,n) 的 最 大 公 因 数 等 同 于 (n,71) 的 最 大 公 因 数 ! 同学 
们 可 尝试 验证 之 。 
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若 71 >0， 我 们 可 以 再 用 带 欠 除法 于 (n,71)， 则 有 


nN 二 qg29*:7T1 十 72 


171 二 03 72 十 73 


Tk-3 二 Gk-1* Tk-2 十 76 一 1 

Tk-2 二 Qk INK-1 十 7 

Tk-1 二 dk+l1 Tk 
直至 rij1 二 0 为止。 由 此 可 见 (m,n) 的 最 大 公 因 数 就 是 rh ! 上 述 运算 
我 们 称 之 为 [ 轧 转 相 除 法 」， 而 在 西方 则 称 之 为 “Euclidean Algorithm” 
， 因 为 它 写 在 Euclid 的 “Elements” 中 。 


我 们 还 可 以 运用 上 述 各 式 把 74h 重 写 成 之 前 的 7; 的 倍数 组 合 ， 即 
Tk Tk-2 dkTk-1 Tk-2 Gk (Th_3 SE Gk_17k_2) 
= gkTp_3+ (1 — gkQk_1)Tk_ 2 
如 此 逐步 反 代 ， 最 后 就 可 以 把 74 重 写成 m 和 n 的 倍数 组 合 ， 即 
r=A.m+i+B.:n 
其 中 A, B 是 适当 的 整数 。 由 此 可 见 (m,n) 的 最 大 公 因 数 内 其 实 可 以 写 
成 (m,n) 的 倍数 组 合 ， 易 见 它 就 是 在 其 中 的 最 小 正 整 数 ( 试 证 之 ) 。 


(2) 正 整数 的 因数 分 解 与 算术 基本 定理 : 当 我 们 从 菜 些 途 径 找到 整数 n 
的 一 个 因数 1 <k<n 时， 我 们 当然 可 以 把 n 分解 成 nn 二 尺 .L。 如 此 分 
解 下 去 ， 我 们 最 后 就 可 以 把 n 写成 

n= hk ko hk, 
其 中 每 个 有 >>1 都 只 有 1 和 所 才 是 自己 的 因数 。 我 们 称 这 些 记 为 n 的 
质 因数 。 一 个 自然 的 问题 就 是 上 述 分 解 是否 唯 一 呢 (除了 那些 质 因数 
的 次 序 外 ) ? 稍 加 分 析 和 后 ， 我 们 发 现 其 证 明 的 重点 引 理 就 是 : 
【 引 理 】: 若 一 个 质数 p 可 以 整除 整数 乘积 ab， 则 它 至 少 可 以 整除 @ 
或 5 其 中 之 一 。 


XXXIX 


同学 们 不 妨 验证 由 此 即 得 上 述 唯 一 分 解 性 的 结论 。 但 是 如 何 证 明 这 个 
引 理 呢 ?原来 就 是 用 到 (1) 的 结论 。 如 今 反观 ， 基 本 上 别 无 他 法 。 

引 理 证 明 : 设 p 不 能 整除 a， 则 需要 证 明 p 必须 整除 了。 因为 (p,a) 的 
最 大 公 因 数 为 1， 由 (1) 的 结论 知道 ， 存 在 整数 A, 使 得 1 = Ap+ Ba。 
在 等 式 两 旁 于 上 5， 则 有 


b= Apb + Bab 


因为 上 式 右 方 可 以 被 p 所 整除 ， 所 以 p 必须 整除 D。 
【算术 基本 定理 】(Fundamental Theorem of Arithmetics) : 给 定 一 个 整数 
n>>1， 存 在 有 唯一 的 质数 列 pi < pa <...<p, 和 指数 列 (al aa ;ar) 
a ee 


(= Ql Q2 CQ 
n= pi “ps Sn 


0.3.3 多项式 基 本 公式 举例 

(1) (zs —1)(z+1)=72—1, (21)(z2+z 二 +1)= 光 一 1 的 推广 : 

(i) 试 求 gq(z) 使 得 (z 一 1)g(z) =x" 一 1. 

(ii) 试 求 g(z) 使 得 (x 一 a)jg(x) 二 x* 一 ar. 

(ii) 试 证 f(z) 一 f(a) 含有 因 式 (z 一 a). 

(iv) 若 f(z) 在 相 异 的 三 个 数 m, aa, as 的 值 为 零 ， 试 证 f(z) 含有 因 式 


(C 一 aij(Z 一 az)(Z 一 a3) . 

(v) 上 述 事 实 是 否 可 以 推 而 广 之 ? 其 叙述 为 何 ? 

(vi) 试问 一 个 nn 次 多 项 式 是 否 能 够 有 多 于 nn 个 相 央 的 『 根 ] ( 亦 即 使 
得 f(z) 在 其 上 取 值 为 零 者 ) ? 试 证 明 你 的 论断 。 

(2) 二 项 展开 公式 的 归纳 构造 


Qi) 试 运用 分 配 律 ， 把 (Zz 十) ”归纳 地 展开 成 单项 式 之 和 ， 其 中 
n= 2,3,4,...,10° 


xl 


(i 把 上 题 展开 式 所 得 的 系数 重新 排列 成 如 下 的 三 角 阵 式 : 


九 一 0 1 

n=1 1 1 
n=2 1 2 1 

n= 二 3 1 3 3 1 
n=10 1 10 10 1 


试 找 出 相 邻 两 层 系 数 之 间 的 关系 。 
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在 各 种 各 样 的 代数 问题 中 ， 我 们 总 是 运用 各 种 代数 运算 (如 加 法 
、 乘 法 等 等 ) 来 分 析 量 与 量 之 间 的 代数 关联 。 在 运算 过 程 中 ， 运 算 律 
的 普遍 成 立 乃 是 常用 好 用 的 要 点 。 这 些 运算 律 的 普遍 性 让 我 们 可 以 有 
系统 、 有 效 地 分 析 所 给 代数 问题 中 未 知 量 和 已 知 量 之 间 的 关联 ， 从 而 
[化 未 知 为 已 知 ]。 由 于 我 们 常用 的 数 系 运算 律 ( 如 分 配 律 、 指 数 定 
则 等 等 ) 对 于 所 有 数字 左 普 遍 成 立 ， 所 以 其 做 法 都 可 以 广泛 地 应 用 到 
任何 一 个 只 需 用 到 那些 数 系 运算 律 的 代数 系统 ( 即 可 以 假设 所 处 理 的 
符号 满足 数 系 通 性 ) 。 同 学 们 在 初中 时 所 学 习 的 多 项 式 代 数 ， 就 是 上 
述 做 法 的 一 个 典型 例子 。 


1.1 多 项 式 运 算 


在 这 里 我 们 首先 列 出 一 些 关于 多 项 式 的 基本 事实 ， 作 为 同学 们 对 于 
多 项 式 代数 的 简要 复习 。 


1. 一 个 满足 所 有 数 系 运 算 律 的 符号 我 们 称 之 谓 「[ 不 定 元 」(indeter- 
minant)， 通 常 以 x, y, z 等 符号 表示 之 ( 亦 即 zy zz 等 符号 的 确实 意义 
还 有 待 确定 ; 但 无 论 如 何 ， 它 们 所 代表 的 量 必定 会 满足 所 有 数 系 运算 律 
的 ) 。 将 有 限 个 数字 ( 称 之 谓 [ 系数]」 (coefficients)) 和 不 定 元 以 加 法 和 
乘法 结合 起 来 的 代数 表达 式 ， 就 是 所 谓 的 [多 项 式 」(polynomial)。 例 
如 : 


2 第 一 章 . 多 项 式 的 基础 理论 


(i 单项 式 (monomial) 如 z5,， V273, 一 57293, (V2 十 V3)zyz?, avtymzn 等 
都 是 多 项 式 的 特例 。 
(ii) (z—a), z3+az2+a27 二 aa (ry—a): (r+ar +art+a), T+ Vy — V3z, 
(T+Yy+2) (T+ TY YT), TNH 3TYz, (T+Y), (T+Y) 
等 等 都 是 多 项 式 。 
(iii) 运用 运算 律 ( 尤其 是 分 配 律 )， 我 们 可 以 有 系统 地 把 任何 多 项 式 
展开 重组 ， 把 它 重新 表达 成 单项 式 之 和 。 例 如 : 
a)(z+a)=7— a, 
a +arto)=r a’, 
( 


Oar +ort+a)= 7 — a,, 


T+Y) = 7 Ary + 6 十 4793 + oy 

T+Y) = 5rYy +1073y 十 10722 十 57 几 十 号 等 ; 

ao + aor 十 ao22)(00 + bx + br) = aobo 十 (aob 十 aibo)zZ 十 
+(aobz 十 ai 十 azb0)22 + (aibz + azDbi 7 + a2bar 


(2— 
人 一 
和 
(Z 十 yy 十 让 (2 十 妇 十 大 一 2 一 2 一 2 二 妇 十 好 十 到 一 37g2， 


2. 在 只 有 单个 不 定 元 的 情况 之 下 ， 任 何 多 项 式 都 能 以 该 不 定 元 的 畦 
数 (powers 或 exponents) 由 低 才 至 高 辕 ， 或 由 高 老 至 低 堵 顺序 排列 来 表 
达 之 ， 即 : 

ao 十 oz 十 aaz2 十 .十 an 或 di 十 aiZn 十 .十 az 十 a0 


前 者 称 为 升 千 表达 式 (ascending exponent normal form)， 而 和 后 者 则 称 为 
降 堵 表达 式 (decending exponent normal form)。 在 上 述 两 种 表达 式 中 ， 
某 些 系数 mw 可 以 是 0 的， 而 在 习惯 上 我 们 总 是 会 假设 最 高 千 数 的 系数 
不 等 于 0( 即 上 式 中 的 qn 了 0)。 

3. 一 个 单项 式 的 [次数 」 (degree) 定义 为 其 (所有) 不 定 元 的 指数 
之 总 和 。 例 如 : 古 Z9 5072, 一 V3Y2 和 aztgymz 的 次 数 分 别 就 是 9, 2, 5 和 
(十 m 十 n)。 而 一 个 多 项 式 f 的 次 数 则 定义 为 实质 出 现在 其 表达 式 中 的 
单项 式 之 最 高 次 数 ， 记 为 degf， 如 : 

jzZ)=ao+az 十 .十 am2Z7m am 天 0，deg f(7)=m; 
g(x) 三 加 十 DZ 十 .十 加 2 bn #0 deg9g(zZ) 三 
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1.1. 多 项 式 运算 3 


易 见 deg(j(z) :9g(z)) 二 m 十 nh， 因为 f(z).g(z) 包含 单项 式 (am 加)7m 
， 而 这 个 单项 式 的 次 数 显然 是 在 f(z).g(z) 之 中 最 高 的 。 因 此 ， 下 述 公 
式 是 显而易见 的 : 
(1.1) deg(f (2) g(2)) = deg f (x) + deg g(7) 
[注意 ] : 一 个 非 零 常数 多 项 式 的 次 数 我 们 定义 为 0， 而 「 零 多 项 式 」 的 
次 数 则 定义 为 -oo」。 采 用 这 个 定义 ， 则 (1.1)- 式 在 下 述 特殊 情况 下 
亦 可 言 之 成 理 ， 即 
(1.2) deg(0) = deg(0 + g(x)) = deg(0) + deg g(2) 
仍然 成 立 ， 因 为 在 一 般 的 理解 之 下 [一 00 = -co 十 任何 有 限 整 数 」。 
然而 对 于 多 项 式 的 加 法 ， 我 们 并 没有 特定 的 公式 从 deg f(z) 和 deg g(x) 
来 计算 deg(jFz)+og(z))。 在 一 般 的 情形 我 们 至 多 只 可 以 说 
(1.3) deg(f (x) + g(x)) < max{deg f (2), deg g(7)} 
而 且 等 式 在 deg f(x) 关 deg g(x) 时 总 是 成 立 。 
[ 注 ] : 当 f(x) 与 g(z) 两 者 的 最 高 次 数 的 单项 式 互相 抵消 时 ， 不 等 式 “<” 
就 会 成 立 。 
4. 令 
f(z) = amz™ 十 am_1zm 十 .十 a0 
0g(zZ) = bx" + bir +...++bo 


并 假设 deg f(7) = 二 m> n= degg(x)， 则 吻 见 


(1 (G0 -和 ew glo) ) i 


| 


为 f(z) 与 wm "g(x) 两 者 的 最 高 次 数 单项 式 刚好 互相 抵消 。 其 实 
上 述 运算 就 是 我 们 惯用 常 做 的 多 项 式 长 除法 的 步骤 ! 只 需 重复 地 做 上 
述 运算 ， 我 们 最 终 就 可 得 出 一 个 (唯一 的 ) g(z) 的 多 项 式 倍 式 ， 且 以 
g(X) .90(zZ) 记 之 ， 使 得 

deg(f (x) — q(x). 9g(Z)) < deg g(x)， 或 
(1.5) f(x) = gq(2) .9g9(z)+7(2), degr(x) < deg g(x) 
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4 第 一 章 . 多 项 式 的 基础 理论 


我 们 通常 把 (1.5)- 式 称 之 谓 「 多 项 式 的 带 休 除法 」 (division algorithm for 

polynomials)。 

[注意 ] : 上 述 带 余 除 法 只 适用 于 单元 多 项 式 的 范畴 ! 多 元 多 项 式 是 没有 
这 种 带 从 除法 的 ! 


1.2 ”多项式 函数 


在 一 个 系统 中 ， 当 一 个 量 的 值 唯 一 地 确定 另 一 个 量 的 值 时 ， 我 们 
称 和 后 者 ( 因 变 量 ，dependent variable ) 为 前 者 ( 自 变量 ，independent 
variable ) 的 [函数 」 (function)。 例 如 ， 圆 可 面 积 和 球体 体积 都 是 其 半 
径 的 函数 ， 而 在 各 自 的 公式 中 ， 即 : 
(1.6) A 一 77” 或 V = Snr 
它们 之 间 的 函数 关联 是 可 以 由 一 些 明确 的 运算 来 确定 。 一 般 地 说 ， 若 9 
的 值 是 由 zi1,... ,wn 这 nn 个 量 之 秆 所 唯一 确定 ， 则 称 为 zt1,... ,wn 的 
汐 数 。 例 如 :一 个 三 角形 的 面积 是 其 三 边 边 长 的 函数 ， 而 一 个 矩形 的 
面积 则 是 其 长 和 宽 的 函数 。 它 们 的 明确 关系 式 则 分 别 是 


A(A) = VT oa To OO bro atdte), 


A(D)= {ww 

在 往 和 后 的 讨论 中 我 们 将 会 集中 讨论 一 系列 比较 特殊 的 函数 ， 其 中 每 一 
个 函数 的 明确 表达 式 是 可 以 用 某 一 个 特定 的 多 项 式 来 表达 者 ， 即 : 
(1.7) UV 一 co 十 clZ 十 .. .十 cn27 
这 类 函数 我 们 称 之 谓 「 多 项 式 函 数 」(polynomial function)， 往 和 后 我 们 将 
以 y= 二 f(z) 来 表达 由 多 项 式 f(x) 所 决定 的 多 项 式 函 数 y， 并 以 f(a) 代 
表 当 4 二 a 时 yy 所 对 应 的 值 ， 一 般 称 作 『Ty (或 f(x)) 在 (位 置 ) rz=a 
的 值 」。 

车 我 们 让 x 在 实数 线 上 随意 变动 ， 则 在 坐标 平面 上 所 有 以 (x， 
为 坐标 的 点 就 组 成 一 条 曲线 。 这 条 曲线 就 是 以 几何 方式 来 表达 函数 
y 二 f(x)?， 我 们 称 之 谓 y 二 f(x) 的 [图 象 ]， 即 : 


(1.8) f(z) 的 图 象 = {(z,f(7)); x € R} 
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下 面 是 一 
【 例子 】 
(i) deg f(z)=0:y=c(c 为 常数 ) 
y 
y=c 
C0,0) 
-7 


[图 1-1] 


(i) deg f(z)=1:y=co+t+cz 或 y-b= m(z—a) 


Y Y 
I 4 三 co 十 cl7 y—b=m(z— a) 
(1,cotc1) (at+1,b+m) 
(0,c0) (a,b) 
名 (ii) 
[图 1-2|] 
(iii) deg f (2) = 2 :y= hr, k=1,3 
Y 
人 2 一 Z2 y=$22 
一 人 
[ 圈 林 二 | 
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[图 1-4] 
显然 一 个 1 次 (或 0 次 ) 的 多 项 式 函 数 是 可 被 其 在 两 个 (或 一 个 ) 
位 置 的 值 所 唯一 地 确定 。 因 为 1 次 多 项 式 函 数 的 图 象 是 一 条 直线 ， 所 
以 上 述 现 象 就 是 对 应 于 『「 相册 两 点 定 一 直线 」 这 个 众所周知 的 几何 事实 。 


例如 ， 若 1 次 多 项 式 函 数 四 = /lz) 满足 由 = Fa) 和 bs 二 f(as)， 则 其 
表达 式 为 : 


(1.9) (WD 二 (7 — a1) 


上 述 简 单 事实 可 以 自然 而 然 地 推广 为 下 述 唯 一 性 问题 ， 即 : 

【问题 一 】 :一 个 nn 次 多 项 式 函 数 是 否 由 其 在 (n 十 1) 个 相 异 位 置 的 值 
所 唯一 决定 ? 换 和 名 话说， 车 f(x) 和 g(x) 为 两 个 次 数 至 多 为 nl 的 多 项 式 
， 它们 在 (nn 十 1) 个 相 骨 位 置 {@i;0 之 i <n} 的 值 相同 ， 即 f(ai;) = g(a;)， 
0<Zi<n’ 问 f(x) 和 g(x) 是 否 必然 相等 ? 
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令 jZ)= jz) 一 9Z)， 则 易 见 P(z) 的 次 数 不 高 于 nnn， 而 且 h(a;) = 


A 
f(@i) 一 g(t) =0,0<i<n。 所 以 ， 车 我 们 可 以 证 明 任 何 一 个 次 数 不 高 
于 nn 的 非 零 多 项 式 最 多 只 能 有 nn 个 根 (roots， 即 及 取 0 为 值 的 位 置 ) 

则 由 此 可 见 h(x) 必 为 零 多 项 式 ， 并 给 出 了 上 述 [问题 一 ] 的 一 个 正面 的 


【定理 1.1】: 一 个 n 次 非 零 多 项 式 最 多 只 及 n 个 根 。 再 者 ， 一 个 次 数 
不 高 于 nn 的 多 项 式 函 数 是 可 以 由 其 在 (n 十 1) 个 相 骨 位置 的 值 所 唯一 确 
定 oo 

证 明 : 容易 验证 cx(z* 一 at) 二 (2 一 a) :cr 1+art 2+...+ar-!)， 
所 以 
f(x) — fla) = [co tart...t+ ort...+ cnr") 

一 [co 十 CiQ 十 .十 Ch 十... 十 cna"] 
2 k 


= ci 一 o+e(z2 a)... + oar a +... + cn(r" — a") 
= (7 — 4) dz) 


d(Z) 二 C1 十 co 人 (7 a) 二 Ca 十 ar*™—2 ya ak 一) 
本 


所 以 ，a 是 f(z) 的 一 个 根 的 充 要 条 件 为 f(z) = (z 一 a)q(z)， 亦 即 (zt 一 a) 
是 f(z) 的 一 个 因 式 。 如 此 逐步 地 做 下 去 ， 即 得 当 {a1,... ,ak} 是 f(zx) 
的 大 个 相 异 根 时 ， 则 (Zz 一 qi)...(z 一 ak) 乃 是 f(z) 的 一 个 因 式 ， 亦 即 


(1.10) f(z7)= (2— a1)...(r— axr):g9(7) 


因此 ， 若 一 个 nn 次 多 项 式 f(z) 已 具有 n 个 相 异 根 {ai,1<i<n}， 则 
可 将 f(z) 写成 


(1.11) f(x)= (to a)...(r— an): gn(7) 


其 中 deg gn(7) 二 0， 亦 即 gn(z) 其 实 是 一 个 非 零 常数 ( 即 gi (x) 二 ch) 。 
所 以 ， 若 a 为 {Qi,1<i<n} 之 外 的 任何 一 点 ， 则 有 


(1.12) f(a)= (a—a):(a—a)...(a—an) cn (a—a)#0,1<i<n 
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亦 即 f(a) 等 于 (n+1) 个 非 零 数值 之 来 积 ， 当 然 不 会 是 零 ;所 以 一 个 n 

次 非 零 多 项 式 最 多 只 有 nn 个 根 。 由 此 亦 可 推 得 一 个 次 数 不 高 于 nh 的 多 

项 式 函 数 是 可 以 由 其 在 (n 十 1) 个 相 骨 位 置 的 值 所 唯一 确定 。 
[唯一 性 」 定理 很 自然 地 带 出 下 述 「 存在 性 」 问题 ， 即 : 


【问题 二 】: 设 {ai;0 三 i <n) 为 任意 给 定 的 (n 十 1) 个 相 丹 位 置 。 
令 {0i;0 达 i 之 n} 为 任意 给 定 的 (n 十 1) 个 值 (不 必 相 异 ) 。 问 是 否 存在 
一 个 次 数 不 高 于 n 的 多 项 式 部 数 y= 二 jz) 使 得 f(a)=0,0<i<n? 
再 者 ， 若 这 个 多 项 式 函 数 是 存在 的 ( 由 | 定理 1.1] 知 道 此 函数 必定 是 唯 
一 的 ) ， 如 何 去 求 得 这 个 函数 呢 ? 


(上述 乃 是 一 个 非常 重要 的 插值 问题 ， 而 其 完满 解答 则 是 韩信 点 兵法 
的 直接 推广 ， 详 见 下 一 节 的 讨论 。) 


【习题 】: 

(1) 对 于 下 列 每 一 对 的 {f(z),g(z)}， 运 用 除法 算式 找 出 相应 的 g(x) 和 

r(z) 使 得 : 
f(x) = g(x) g(z)+7(x), degr(Z) < degg(z) 

i) f(x) = 525 一 424 十 3z3 一 272 十 之 一 十， 0(Z) = 一 7 一 1 
(ii) f(z) 同 9g(Z) 三 到 一 7 十 1 

iii) f(z) = 0 

iv) f(z) = 一 26 一 274 十 22 一 1 9g(Z) 一 2Z2 十 1 


(1) y=322— 6rz+8 
(ii) y= —z2 + Virz— 13 
(ii) y = Viz? — V2lz + 10 


(3) 在 上 题 中 所 列 出 的 三 个 2 次 多 项 式 郊 数 的 极 大 值 (或 极 小 值 ) 分 
别 是 多 少 ? 分 别 在 那里 出 现 ? 
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(4) 把 下 列 的 3 次 多 项 式 函 数 重 写成 (Y 一 中 二 k(x 一 Q 十 m(z 一 a) 的 
模样 : 
(让 yy 一 23 一 6z2 十 2 一 了 
(yy=23 二 62 一 10z 十 1 
(ii) y=5z3 一 15z2 十 10z 十 7 


(5) 试 求 公式 计 彰 下 述 等 差 级 数 广 总 和 ， 即 : 
a 二 +(a+d)+(a+2d)+...+(a+ (nm1)d)=? 
(6) 试 求 公式 计 站 下 述 等 比 级 数 之 总 和 ， 即 : 


ww 二 ar 十 ar2? 十 .十 ar 1=? 


1.3 ”韩信 点 兵法 和 插值 公式 


在 绪论 中 所 提 到 的 [韩信 点 兵法 ] ， 乃 是 有 系统 地 把 多数 问题 归结 
到 一 组 简朴 的 特殊 解 而 加 以 组 合 之 ， 是 一 种 善 用 分 配 律 的 解 题 方法 。 
现在 让 我 们 先 重 温 一 下 [韩信 点 兵法 」 的 基本 想法 : 

在 求解 剩 休 问题 时 ， 当 多 数 之 中 只 有 一 个 是 1， 其 他 尼 为 0 的 特殊 
情形 ， 不 但 容易 解答 ， 而 且 可 以 用 这 一 系列 特殊 解 ， 把 一 般 情形 的 解 
答 简洁 地 用 下 述 公 式 表达 之 。 设 zi,z2 ,zk 是 对 于 给 定 一 组 公 因 数 
为 1 ( 亦 即 互 质 ) 的 除数 {a1,a2,… ,ap}， 其 从 数 组 分 别 是 (1,0,…… ,0)， 
(0, 1,0,… ,0), …, (0,.… ,0,1) 的 特殊 解 ， 则 


(1.13) 2 一 7121 十 7222 十 :十 TETE 


乃 是 一 个 余数 组 是 (71,72,.… ,Tk) 的 解 。 而 且 任何 以 (71,72,:… ,Tk) 为 条 
数组 的 解 和 上 述 x 相差 一 个 aia2.…ap 的 整数 倍 。 上 述 公 式 (1.13) 之 所 
以 普遍 成 立 的 理由 就 是 分 配 律 。 由 分 配 律 可 见 rizi 被 mw 除 的 欠 数 是 7; 
而 有 全 7 一 Ti2i 二 jjjs7j2i 被 ui 除 的 多 数 是 0 (因为 每 一 个 rxj,j 关 i 都 
含有 因子 a;) 。 由 此 可 见 ， 上 述 算法 的 基本 思想 就 是 善 用 分 配 律 ， 把 
剩余 问题 的 一 般 情 形 ， 直 截 了 当地 归于 易 解 好 算 的 特殊 情形 来 系统 解 


答 芝 吕 
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在 数论 里 ， 这 是 一 个 很 重要 的 基本 定理 ， 称 作 『「 中 国 剩余 定理 」。 
现在 让 我 们 再 次 运用 这 种 大 巧 若 拙 的 算法 用 来 研究 多 项 式 函 数 的 插值 


问题 。 
插值 公式 (interpolation formula) : 


为 简化 讨论 起 见 ， 我 们 考虑 n = 二 3 作为 典型 情况 讨论 之 ; 由 于 解法 
te aas 余数 问题 一 样 ) ， 我 们 可 以 沿用 同样 方法 
求 得 在 一 般 情 况 下 的 结果 。 


设 {Qo0,Q1,Q2,43} 为 四 个 相册 位 置 ，{bo0,b1,0b2,bs} 为 四 个 任意 给 定数 
值 。 则 在 上 一 节 所 提出 的 [问题 二 ] 即 为 : 是 否 存 在 一 个 次 数 不 高 于 3 的 
多 项 式 函 数 y= 二 jz)， 它 在 {ao,Q1,a2,a3} 上 的 值 恰好 就 是 {00,b1,bo,03} 
? 现在 我 们 就 用 「 韩信 点 兵法 」 的 想法 来 写 下 上 述 所 求 的 多 项 式 f(x) 
， 直 截 了 当地 说 明 其 存在 性 。 


注意 当 f(z) 被 除 以 (Z 一 0) 时 ， 其 徐 数 就 是 Flai) = 站 0<I<3 
( 详 见 [定理 1.1] 的 证 明 ) 。 因 此 上 述 :插值 问题 只 是 『 你 余数 问题 」 的 
直接 推广 ， 即 由 整数 除法 推广 至 多 项 式 除 法 ， 而 现在 的 除 式 就 是 
{(Z 一 Qi);0 达 i<3}°。 所 以 ， 我 们 的 祖先 业已 教导 我 们 应 先 讨 论 一 些 
特殊 的 情况 ， 即 {00,01,0b2,03} 分 别 为 (1,0,0,0)、(0,1,0,0)、(0,0,1,0)、 
(0,0,0,1) 这 SO 令 f(T),0 i<3 分 别 为 具有 上 述 从 数 集 的 3 
次 多 项 式 。 这 样 ，f0(z) 乃 是 (Z 一 Ql)(z 一 42)(z 一 a3) 的 倍 式 ， 亦 即 : 


(1.14) fol(z) = c(¢ — oi)(z ~ aa)(z — 0) 
由 假设 有 (a0) 一 1 得 

(1.15) 1 = fo(a0) = c(ao — a1)(ao — a2)(ao — as) 
此 c=[(ao 一 Qi)(ao 一 a2)(ao 一 a3)]-1， 亦 即 : 


(Z 一 al)(Z 一 az)(Z 一 as) 
(ao 一 aijkao 一 aa)(ao — a3) 


(1.16) fo(z) = 
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同 理 可 得 ; 


(C 一 aojz 一 azZ 一 as) 


ET 
ES 

户 (Z) = (az 一 aoj(as 一 aij(az 一 as)” 

证 (Z 一 ao)(zZ 一 az 一 ao) 


(as 和 ao)(as 一 al)(as a2) 

到 此 阶段 ， 前 述 的 插值 问题 的 解答 已 是 [呼之欲出 ] ， 即 : 

(1.17) f(z) = bofo(z) + Ofi(z) + 02f2(7) + 03f3(7) 

就 是 我 们 所 要 的 多 项 式 。 上 述 想 法 显然 是 可 以 推广 至 任意 (n 十 1) 个 相 
异 位 置 {Qi,0 <i<n} 的 情况 ， 且 让 我 们 将 其 结论 写成 下 述 定 理 : 
【定理 1.2】 ( 拉 格 朗 日 播 值 公式 ，Lagrange interpolation formula) : 
设 {qi;0 之 i 和 nj} 为 任意 给 定 的 相 央 位 置 ，{0;;0 之 i 和 nj} 为 任意 给 定 的 
数值 (不 必 相 异 ) ， 则 存在 唯一 的 多 项 式 f(z)， 其 次 数 不 高 于 n， 使 
得 f(g;) = 二 0,0<i<ne。 再 者 ，f(7x) 的 明确 表达 式 就 是 : 


(1.18) f(®) = bofols) + f(z) + .t+ bnfalt) = 2 bifilz) 
其 中 


f(x) = (TO)(T 0). (To An) IIc a )/ I = 


(ao 一 aij(ao — a2)... (Qo — an) 


基础 代数 学 


12 第 一 章 . 多 项 式 的 基础 理论 


[ 注 ] : 

(i) 推导 上 述 公式 的 方法 和 我 们 原先 在 讨论 n 二 3 时 的 方法 其 实 是 完全 
一 样 的 ; 而 唯一 有 别 的 地 方 就 是 要 改 用 和 、 积 记号 如 》、|] [ 

i=0 ii) 

(5 {Qi;0 达 i 之 n} 为 相 央 的 条 件 保证 了 每 个 出 现在 公式 分 母 中 的 弱 积 
] [ee 一 ai) 恬 不 为 0。 
ii 

(ii) {qz}, {0;}, {f(z)} 和 f(x) 之 间 的 关系 可 以 简洁 地 用 下 表 表 示 之 : 


Ql Qi Qn 
0 0 0 
0 0 
0 1 . 0 
0 0 - 
b1 .bi; Ob, 


而 结论 f(z) = 》 bifi(7) 则 可 以 由 下 述 公式 
2 一 0 


f(a;) = 2 bfi(a) = 0; 


所 得 出 ， 因 为 fj(aj) = 1 而 对 于 其 他 所 有 i 关 j 而 言 ，fi(aj)=0。 


(iv) 上 述 的 插值 公式 让 我 们 可 以 把 一 个 下 尚 竺 确定 」 的 多 项 式 的 样子 
， 用 它 在 不 同 地 方 的 值 直截了当 地 写 下 来 。 这 个 尚 待 确定 的 多 项 
式 往往 就 是 一 些 未 知 的 理论 公式 或 实验 公式 ， 所 以 插值 公式 不 管 
在 理论 上 或 实际 应 用 上 都 是 很 重要 的 。 在 下 一 节 的 讨论 中 ， 我 们 
将 会 应 用 播 值 法 来 研究 「 求 和 公式 」 的 性 质 和 其 明确 表达 式 。 
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【习题 】 
(1) 令 gx(x) 为 那个 唯一 确定 的 无 次 多 项 式 使 得 gi(i) = 二 0,0<i<k 一 1 
和 gr(k) 二 1° 试 找 出 这 系列 的 多 项 式 {ok(zZ)) k= 二 1,2,3,4,...}。 


(2) 设 除数 为 {7,11,13}。 试 找 出 小 于 1001 的 正 整 数 使 得 其 余数 集 分 
别 为 (i) (0,3,7) (i) (4,2,2) (ii) (4,5,9) 


试 求 公式 来 计 彰 下 述 的 总 和 


ae 
CD 
So 


02 十] 二 22 二 .十 (2 一 = 


亦 即 上 述 定 义 的 f(n) 应 该 是 什么 ? 
[提示 : 先 假设 所 求 的 f(n) 是 一 个 nn 的 3 次 多 项 式 。] 


试 求 公 式 来 计算 下 述 的 总 和 


We 
> 
Ne 


(no—1)(n—2)= Fr(n) 


[Ne 


‘00 D3)... 


[Ne 


亦 即 上 述 定 义 的 (nn) 应 该 是 什么 ? 


试 求 公式 来 计算 下 述 的 总 和 


Ver 
Ol! 
i 


05 二 1 十 23 十 .十 (2 一 1)3 一 9g(m) 


亦 即 上 述 定义 的 g(n) 应 该 是 什么 ? 
[提示 : 先 假设 所 求 的 g(n) 是 一 个 nn 的 4 次 多 项 式 。| 


试 求 公式 来 计算 下 述 的 总 和 


ds 
OG 
Se 


‘0(0—D)(0—2)+E1 —D(1-2)+...+a(n 1)(n—2)(n—3) = G(n) 


Ol 一 


亦 即 上 述 定义 的 G(n) 应 该 是 什么 ? 
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1.4 求 和 公式 (Summation Formula) 
现在 让 我 们 先 看 一 看 几 个 简单 的 求 和 公式 的 例子 


日 $4 =0+1+24 二 人 -= 3n(n -1) 
在 历史 上 来 说 ， 上 述 级 数 的 求 和 公式 可 以 用 下 述 巧 妙 的 方法 来 发 
现 ， 即 


(ii) 运用 同样 方法 也 可 以 找 出 下 述 等 差 级 数 的 求 和 公式 : 
$=at(atd)+t(at2gd)+...+ lot (nd)d = 3n[2at(n— 1)d 
即 以 互 逆 方 向 相 加 9 十 9 ， 得 出 
00 [Da | | Ld Fd 
=n. [2a+ (n— 1)q| 
， 我 们 还 可 以 应 用 已 知 5,, 的 公式 来 间接 地 求 得 上 述 公式 : 


(n—1) (n—1) 
分 . 1 
> (a+tid “EI n.atd. > i=n.atd.ann—1) 
i=0 2 一 0 


= sn[2a + (n— 1)d 


(iii) De- n(n—1)(2n—1) 


i 古代 中 国 和 十 希腊 的 数学 家 都 知道 上 述 级 数 的 求 和 
公式 ， 但 是 他 们 究竟 是 如 何 求 得 此 公式 ， 现 已 无 法 考证 了 。 不 过 


基础 代数 学 


1.4， 求 和 公式 (Summation Formula) 15 


， 只 要 他 们 能 够 从 某 些 途径 或 想法 得 出 一 个 正确 的 [猜想 公式 J 
， 再 去 验证 这 个 猜想 公式 的 真确 性 其 实 并 不 是 一 件 很 困难 的 事情 
。 以 现今 的 说 法 ， 验 证 工作 只 需要 证 明 下 述 恒 等 式 : 


aaa- DGn 1) 十 民 三 (na 十 了 ' (2n + 1) 


用 上 述 恒等式 所 提供 者 作为 「 归纳 步骤 J 


， 就 可 以 用 数学 归纳 法 
来 证 明 上 述 求 和 公式 的 真确 性 。 


AP 
挛 ， 
< 
et 


其 实 古 代 中 国 和 十 希腊 的 数学 家 亦 知 道 另 一 个 类 似 的 求 和 公式 : 


@-) 
5 Bi 1) = ntn— Dn 


?一 0 


同 理 ， 以 现今 的 方法 我 们 只 需 验 证 : 


sn(n 1)(n— 2) + n(n— 1) snln— 1)[n—2+9 
1 


= Eo +1)n(n—1) 


即 可 用 归纳 法 证 得 上 述 求 和 公式 的 真确 性 


由 此 可 见 ， 假 若 我 们 能 够 从 某 些 途径 找 出 一 个 正确 的 猜想 公式 ， 则 
余下 所 需 的 验证 工作 其 实 是 相当 简单 的 | 归纳 证 明 」。 因 此 ， 问 题 的 
pe a 出 这 个 『[ 尚 待 确定 」 的 求 和 公式 。 现 在 ， 让 


我 们 应 用 插值 法 来 找 出 一 个 上 有 系统 的 」 求 和 公式 探讨 ， 作 为 插值 法 
应 用 的 一 个 好 例子 。 


首先 ， 如 「 韩 信 点 兵法 」 所 示 ， 我 们 不 妨 先 把 问题 放 在 一 个 适当 广 
度 的 范畴 来 讨论 : 


【 问题 三 】 : 给 如 1,z, T7929 ， 或 $7(z 一 1 


lz(z 一 1)(x 一 2) 等 等 ， 怎 样 找 出 求 和 公式 Sj(n) 来 计算 下 述 级 数 之 总 和 


(1.19) ba 0)+f(1)+f2)+...+ fn 1)= 
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亦 即 要 找 出 适当 公式 Sj(n) 使 得 


(1.20) (0) 
2 一 0 

对 于 所 有 nn 二 1,2,3,..， 党 成 立 。 

分 析 : 


(i) 不 妨 先 假设 上 述 求 和 公式 Sj(n) 是 n 的 多 项 式 。 则 Sj(n) 满足 下 


述 的 特征 性 质 : 


5 十 起 一 or(n) = fn), 


Si(0) =0 [ 零 项 的 总 和 当然 应 该 是 中 


(ii) 反之 ， 假 若 有 一 个 多 项 式 Sj(z) 满足 条 件 Sj(0) 一 0 和 


S(T +1)— S47) = 


f (7) 


其 中 的 Sj(z 十 1) 表示 把 Sj(z) 内 所 有 的 x 都 换 成 十 1 者 ， 则 


Srit 1)— 70) = f(), 


【定理 1.3】 :给 出 任何 一 个 次 多 项 式 f(7)， 存 在 一 个 唯一 的 十 1 


次 多 项 式 Sj(z)， 它 满足 条 件 Sj(0) =0 和 


(1.21) Ss(z++1)— Sr(z) = f(7) 
亦 即 

(n-1) 
(1.22) D100) = Si(n) 
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对 于 所 有 n 二 1,2,3,... 臂 成 立 。 


证 明 : 让 我 们 先 对 用 归纳 法 来 证 明 Sj(z) 的 存在 性 。 当 二 0 时 
，f(z) 实质 上 是 一 个 常数 ， 即 Flz) 三 c。 易 知 这 时 951(zZ) = czZ， 亦 即 
(1.23) Ss(T+1)— Sr(x)= c(t+1)— cr= c= f(7) 


归纳 假设 对 所 有 次 数 不 高 于 无 的 多 项 式 f(z)， 求 和 公式 Sy(x) 恬 存 在 
， 而 且 其 次 数 不 高 于 十 1 ; 现在 进而 证 明 对 任意 给 出 的 (有 十 1) 次 多 项 
式 f(z)， 其 所 相应 的 Sy(x) 的 存在 性 如 下 。 令 


jz) =cz + g(x), degg(z) < 大 


1.24 

) - [(z+ 2 | Ee h(z) 

多 见 

(1.25) (十 Tt 一 02 十 (大 十 2)Z4+1 十 不 高 于 大 次 的 多 项 式 


所 以 有 degh(z) < 大 和 deg(g(z) 一 h(z)) 和 大。 由 归纳 假设 得 知 存在 一 个 
次 数 不 高 于 (hk 十 1) 的 多 项 式 G(z) 使 得 : 


(1.26) G(0)=0 和 G(xz+1)— G(r)= 9g(7)—h() 
今 
(1.27) Sr(z) = pe + G(z) 


这 样 便 归纳 地 证 明了 Sj(z) 的 存在 性 。 
至 于 Sj(z) 的 唯一 性 则 可 以 由 [定理 1.1] 的 结论 和 Sj(z) 的 特征 性 质 : 


(n-1) 
(1.29) DS 三 05 
2 一 0 
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直接 推论 而 得 。 


[ 注 ] : 当 求 和 公式 的 存在 性 和 唯一 性 业已 验证 妥当 后， 插值 法 便 提供 了 
一 种 非常 有 效 的 方法 来 求 出 Sy(z) 的 明确 公式 。 

一 个 次 多 项 式 f(x) 是 可 以 由 其 (k 十 1) 个 值 {f( 让 ;0 <i<k} 所 唯 
一 确定 。 而 相应 的 求 和 公式 Sy(X)， 由 于 它 是 (Kk 十 1) 次 多 项 式 ， 则 需 
要 由 其 (k 十 2) 个 值 所 决定 ， 即 

Si(0) = 0, $7(1) = f(0), $7(2) = f(0) + f(1),... 
Sy(k+1)= f(0)+f(1) +...+ f(k) 
因此 ， 我 们 很 自然 地 便 想 到 可 以 用 插值 法 来 从 上 述 (十 2) 个 接连 的 和 
值 来 求 出 5j(z) 的 明确 公式 。 
一 系列 特殊 的 多 项 式 : 令 


1 

gz) = 1, 047) = x, g2(7) = 5Z(Z Ss 

1 

gr (2) = LL — 1)... (2 E+ 1) a 
上 述 g(x) 的 选取 是 使 得 gy( 让 二 0,0<i<(k 一 1) 和 gi(k)=1， 所 以 
gk(n) 的 首 户 个 总 和 芷 为 0( 即 5 (=0,1<i<k)， 而 第 (k 十 1) 个 
总 和 是 1 ( 即 56,(k+1) 二 1) 。 这 刚好 表示 gs(z) 的 求 和 公式 其 实 就 是 
此 系列 多 项 式 的 下 一 位 成 员 ， 即 


So (T) = gk+1(7) 


上 述 极为 简洁 的 关系 式 自 然而 然 地 成 为 我 们 用 来 寻找 求 和 公式 的 有 效 
工具 (就 像 在 徐 数 问题 中 的 x1,... ,zh 一样) 。 给 定 任意 一 个 《次 的 多 
项 式 f(T)， 其 求 和 公式 Sr(z) 可 以 用 下 述 方法 来 有 系统 地 确定 之 : 


(i) 首先 要 注意 Flz) 是 可 以 唯一 地 写成 {Tgk(zj;0 芭 大 区 上 旭 的 常数 信之 
组 合 ， 亦 即 存在 系数 集 {ch;0 <k<<[} 使 得 


jzZ) = cogo(Z) 十 clgl(Z) 十 .十 cgk(Z) 十 .十 cege(Z) 


> cng (7) 
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combination)。 
ee 


3 
> f(2) = (cogo(i) + cig1(i) +... 二 Crgk(i) +...++ cege(i)) 


2 一 0 
(n—1) (n—1) (n—1) 
= co > go0(i) 十... 十 Ck >， OK(2) 十 .十 cl >， ge(i) 
2 一 0 2 一 0 2 一 0 


二 C0g1(n) 十 clg2(m) 十... 十 Chg9k41(R) 十 .十 cegeH(D) 
即 


L 


Sp (2) = DR CkIk+1(T) 


k=0 
由 此 可 见 若 要 写 下 这 个 待定 的 Sy(7z) 的 明确 表达 式 ， 就 只 需 去 
求 得 系数 集 {ck;0 家 < 人 。 所 以 接著 的 工作 就 是 如 何 有 效 地 从 
{f();0 <i< 这 ([ 十 1) 个 值 来 确定 系数 集 {cx;0<k< 人 }。 


(iii) 首 个 系数 co 显然 等 于 f(0)， 因 为 m(0) = 
下 面 一 套 有 系统 的 方法 来 从 {jFD);i0<i < 
系数 集 {cr;0 < 之 有 << 人} ， 我 们 引进 下 述 运 算 符 
，» difference operator ) 


Af(z)= f(z+1)— f(z) 
不 难 直接 验证 A 算 子 具有 下 述 易 算 好 用 的 性 质 : 
A(f(z)+h(z)) = Af(z) + AR(z), Alcf(z))= cA(fz)) 
另 一 方面 ， 因 为 g(x) 是 gh_1(7) 的 求 和 公式 ， 易 见 


Agk(zZ) = 9 1(7) 


0, 丰 >0。 为 了 方便 描述 
人 } 这 (十 1) 值 求 得 对 应 
号 ( 称 之 为 差分 算 子 


由 此 可 得 


Af(x) = Al(co + cig(z)+...cege(7)) 
三 0 十 clgo(z) 十 czgltz) 十 .十 cge 1(Z) 
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即 
«= 人 Af(0)= f(1) — f(0) 
再 次 应 用 A 算 子 ， 我 们 便 可 以 如 下 算出 下 一 个 系数 cz : 


A2jz) = czgo(Zz) + cagi(z) + ... + cge_2(7) 


c2 = A?f(0) = Af(1) — Af(0 
= (f(2) — f(1)) — (f(1) — f(0)) 
= f(2) — 2f(1) + f(0) 


如 此 类 推 ， 我 们 不 断 重复 应 用 八 算 子 ， 然 后 再 代入 zx 二 0， 便 可 
逐步 从 {f( 让 ;0 <i<H} 求 得 {cx;0<k<l}: 


(co =) f(0), f(1), f(2), f(3),...... ;, f(£— 1), 7(8) 
(ca =) A f(0), Af(1), Af(2),...... ,Af (1) 
(cs =) A2 f(0), A2f(1),...... , A2f (4 — 2) 


(cs =) A f(0),...... , A3f (6 — 3) 


(ce =) A f(0) 
[下 一 层 的 数值 是 由 上 一 层 相 邻 的 两 个 数值 之 差 所 得 出 的 。] 
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(ii) f(z) = 7° 


(ii je) = 
0 14 24 34 44 
1 15 65 175 
14 50 110 


36 60 
24 


f (7) = 91(x) + 14g92(7) + 3693(7) + 24g4(7) 
Ss(X) = g2(7X) + 14g3(7) 十 3694(Z) + 24gs(7) 
【习题 】: 


(1) 试 找 出 下 列 f(z) 的 求 和 公式 Sj(7) : 


(2) 试 证 明 {gr(7),k 二 0,1,2,...} 在 所 有 整数 点 ( 即 包括 正 、 负 和 零 ) 
上 恒 取 整数 值 。 
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(3) 若 一 个 多 项 式 f(x) 在 所 有 的 整数 点 上 取 整 数值 ， 问 f(x) 与 
{9r(z),k 二 0,1,2,...} 的 关系 是 什么 ? 


(4) 设 f(z) 为 一 个 几 次 多 项 式 ， 它 在 0,1,2,...,n 这 (n 十 1) 点 上 党 取 
整数 值 。 问 f(x) 在 其 他 的 整数 点 上 是 否 也 取 整 数值 ? 


(5) 试 求 一 个 4 次 多 项 式 f(z) 在 (i) 0, 1, 2, 3,5; (让 0, 1, 2,3,6 和 蕴 取 整 
数值 的 充 要 条 件 。 


(6) 若 一 个 无 次 多 项 式 f(x) 在 0,2,4,...,2k 上 恬 取 整数 值 ， 问 f(x) 
在 其 他 的 偶数 点 上 是 否 也 取 整 数值 ? 


(7) 设 一 个 天 次 多 项 式 在 (hk 十 1) 个 连接 的 整数 点 上 党 取 偶 数值 (或 奇 
数值 ) ， 试 问 它 是 否 在 所 有 整数 点 上 少 取 偶数 值 (或 奇数 值 ) ? 
试 证 明 你 的 论断 。 


1.5 ”插值 法 与 因 式 分 解 


因 式 分 解 在 初中 的 代数 课程 里 是 常常 遇 到 的 题目 。 同 学 们 试 回想 一 
下 当时 究竟 是 用 那 一 种 方法 来 找 一 个 给 定 多 项 式 的 因 式 分 解 ? 相信 大 
多 数 是 采用 「 音 目 接 试 」 的 方法 。 及 至 引进 了 徐 式 定理 后 ， 才 有 一 个 
比较 有 系统 的 方法 来 撞 试 其 一 次 因 式 的 可 能 性 。 但 假若 给 定 的 多 项 式 
并 没有 整数 系数 的 一 次 因 式 ， 例 如 


2z4 一 4z3 十 Z2 十 37 十 3 
相信 大 家 对 于 寻找 这 个 多 项 式 的 因 式 分 解 也 就 无 从 入 手 了 。 现 在 我 们 
有 了 播 值 法 和 和 播 值 公式 ， 就 可 以 对 这 些 因 式 分 解 问题 给 与 一 个 有 效能 
算 的 解法 。 下 面 的 讨论 且 以 一 个 4 次 多 项 式 的 因 式 分 解 作 为 特例 说 明 
， 但 易 见 其 方法 是 可 以 作 明显 推广 的 。 首 先 我 们 引进 一 些 术语 : 
【定义 】 : 一 个 整数 系数 的 多 项 式 f(z)， 若 可 以 写成 两 个 同样 具有 整数 
系数 的 非常 数 因 式 之 乘积 ， 则 称 f(z) 在 整数 系数 内 是 可 约 的 (reducible 


over integer coefficients) ° 


【 例 1】:x 一 1 二 (x 十 1)(zY 一 1) 是 可 约 的 。 
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【 例 2】: z2-2 在 整数 系数 内 是 不 可 约 的 。 虽 然 22-2 = (t+V3)(z 一 V3) 
， 但 是 这 个 因 式 分 解 中 用 到 非 整数 系数 : 士 V2。 
在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 都 是 假设 所 用 到 的 系数 篆 为 整数 。 让 我 们 先 
来 温习 一 下 寻找 一 次 因 式 的 方法 : 
令 f(T) 二 ars 二 03 十 CV? 十 dz 十 Ee 为 一 个 4 次 多 项 式 。 我 们 不 妨 假设 
e 关 0， 否则 即 可 提出 因 式 zx， 并 把 情况 简化 到 3 次 多 项 式 的 情形 来 讨 
论 。 若 f(xX) 上 共有 1 次 因 式 (Dr 十 0 站， 则 易 见 p,q 分别 可 整除 a,e: 
f(z)= (pz+9q(csaza+cz t+ert+c) SS pc=agc0=e 
由 于 a,e 的 因数 (包括 正 负 ) 只 有 有 限 个 选择 ， 所 以 只 需 直 接 验算 每 
一 个 可 能 情况 ， 最 和 后 便 可 得 知 f(z) 是否 具有 1 次 因 式 。 
【 例 3】: 若 (pz 十 gq) 可 整除 f(x) 二 2x 十 3z2? 十 ZX 一 1， 则 p,g 必须 分 
别 整除 2, 1， 由 此 可 见 (p,qg) 的 可 能 性 为 
(1, 1), (1, —1), (2, 1), (2, —1) 
I 应 (1, 1)， 此 等 情况 可 以 不 用 再 考虑 。] 运 用 饼 式 定理 ， 


f(-1)=3#0, f(1)=5#0, f(-3) = -sz0, f(3) =3#¥0 
即 知 f(x) 没有 一 次 因 式 。 
现在 让 我 们 考虑 Flz) 的 2 次 因 式 。 若 g(z) 为 Flz) 的 一 个 2 次 因 

式 ， 即 f(z) = g(x): h(x)? 则 f(-1) = 9g(-D). 人 1), f(0) = g(0) . 1(0) 
和 f(1) =9 : h(1)， 亦 即 g( 一 1), 9(0), 9( 一 1) 分 别 可 整除 了 (一 1), 了 (0)， 
f(1)° 0 
我 们 只 需 列 出 g( 一 1), 9(0) 和 g(1) 的 所 有 可 能 性 ， 然 后 以 插值 公式 写 下 
相应 的 g(Z)， 再 验算 此 等 g(7) 是 否 有 为 f(z) 的 因 式 者 ， 最 后 便 可 得 知 
f(z) 是 否 具 有 2 次 因 式 了 。 
【 例 4】: 若 g(x) 可 整除 f(x) = 274 十 3z27 十 ZT 一 1， 则 g( 一 1), g(0) 和 
9(1) 分 别 可 以 整除 FL-lH) =3, f(0)= 一 1 和 f(1)==5， 即 

ZT 一 0 1 

f(z) 3 一 1 5 

(2 | | | 
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不 妨 选 定 g(0) 二 1， 则 总 共有 16 种 g( 一 1) 和 g(1) 的 组 合 : 


CU CD CD 


运用 插值 公式 ， 把 每 一 种 组 合 所 相应 的 g(z) 如 下 列 出 来 : 


1. 1 7. 22 十 37z 十 1 13. 一 22Z2 十 27 十 1 
2. 一 22 一 和 十 1 8. 一 42Z2 一 27 十 1 14. -322 十 Z 十 | 
3. 2z2 二 27 十 1 9. 2Z2 一 思 十 1 15. 47 十 1 

4. 一 32Z2 一 37z 十 1 10. -27 十 1 16. 一 5zZ2 一 十 1 
5. 一 Z2 十 Z 十 1 11. 3z*2 十 十 1 

6. —2z2+1 12. —2x2— 4z+1 


耐心 地 逐个 验算 ， 我 们 便 会 发 现 上 述 所 得 的 13 个 2 次 多 项 式 恬 不 能 整除 
f(z)。 由 此 可 见 ，f(x) 也 没有 2 次 因 式 。 再 者 ， 因 为 f(z) 有 3 次 因 式 等 
同 于 f(x) 有 1 次 因 式 ， 所 以 我 们 其 实 已 经 证 明了 f(x) = 274+322 十 Z 一 1 
是 不 可 约 的 。 

当然 ， 选 用 x 一 一 1,0,1 为 插值 点 只 是 为 了 方便 计算 ， 它 们 并 不 是 唯 
一 的 选择 ， 亦 即 可 以 选取 任意 三 个 整数 为 插值 点 。 另 一 方面 ， 若 要 找 
出 一 个 多 项 式 有 没有 3 次 因 式 ， 则 只 需 用 到 四 个 插值 点 的 插值 法 。 


其 实 ， 上 述 特 例 也 列 出 了 在 x 二 一 1,0,1 分 别 取 值 3, 一 1,5 的 多 项 式 
所 能 具有 的 2 次 因 式 的 所 有 可 能 性 ， 亦 即 我 们 可 以 反 过 来 写 下 有 那些 
4 次 可 约 多 项 式 能 够 在 x 二 一 1,0,1 取 值 3, 一 1,5 的 所 有 可 能 性 。 当 一 个 
4 次 多 项 式 不 是 其 中 之 一 时 ， 即 知 它 为 不 可 约 者 (在 整 系 数 多 项 式 中 ) 
o。 由 此 可 见 ， 0 广泛 多 样 ， 重 点 在 于 其 [ 播 值 想法 」， 并 
不 只 是 在 于 其 表达 公式 。 


【思考 题 】 


(1) 在 [ 例 3 中 的 寻找 1 次 因 式 的 方法 能 否 一 起 合并 入 |[ 例 4 的 插值 法 之 
内 ? 
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(2) 在 [ 例 4 的 讨论 中 ，f(x) 于 zz= -1;0,1 取 值 3, 一 1,5 或 3,1,5 这 两 
种 情况 的 讨论 有 没有 分 别 ? 

(3) 试用 插值 方法 寻找 f(z) 二 27 一 4x43 十 X22 十 3Y 十 3 的 因 式 分 解 。 

(4) 设 L(x) 为 一 个 4 次 多 项 式 ， 它 在 X= 二 一 1,0,1 上 的 值 分 别 是 一 1,1,5。 
问 L(z) 可 以 写成 什么 模样 ? 

(5) 给 定 任意 的 整数 wp， 问 f(x) = (az 二 0)x(z 十 1)(7 一 1) 十 1 是 否 可 


约 ? 
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在 多 项 式 的 运算 中 ， 把 (zy)" 展开 成 单项 式 之 和 ( 即 》 0ckZn Ky ) 
的 公式 是 有 著 根 本 的 重要 性 的 。 例 如 在 上 一 章 讨 论 求 和 公式 的 时 候 ， 
我 们 需要 同时 讨论 Sjy(X) 在 Tk 和 = 上 十 1 时 的 表达 式 ， 所 以 
寻找 (+ 十 1)" 的 展开 式 就 是 一 个 关键 的 步骤。 二 项 定理 就 是 把 上 述 
(T+)" = 二 507_0 cnx"-Kyk 中 的 每 个 系数 ci (0 < 大 区 mm) 明确 地 表达 出 来 。 


泰勒 公式 在 本 质 上 其 实 就 是 二 项 定理 的 推广 ， 它 也 是 引进 多 项 式 的 
微分 学 的 一 个 重要 起 点 。 
2.1 二 项 定理 (The Binomial Theorem) 


当 nn 为 2,3,4,5 等 等 这 些 较 低 的 指数 时 ， 不 难 直 接 运 用 分 配 律 归纳 
地 写 下 (Zz 十 胃 )" 的 展开 式 : 


n=0:(z+y)"=1 

n=1:(t+Yy)'=7r+y 

n=2:(7+Y) = 7 +27Yy + 

n=3: (z+ = 7 + 37Yy + r+ 

n=4: (+) = 7 + 4rYy+ 6 + 4 + yt 

n=5: (z+Yy) = 7 57rYy+10rp 10 + ry + 


假如 把 上 述 每 个 展开 式 中 的 z? Yk 的 系数 分 离 出 来 ， 我 们 发 现 它们 之 
间 可 以 自然 而 然 地 排列 成 下 述 三 角 阵 式 ， 并 且 满 足 一 种 简单 的 构造 规 
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律 。 这 个 三 角 阵 式 我 们 称 之 谓 「 丑 宪 三 角 」 或 | 杨辉 三 角 」 ， 而 在 西 
方 则 称 之 谓 | 柏 斯 加 三 角 」(Pascal triangle)。 


全 | 

(2.1) 1 证.6 4 1 
本 
和 0 


例如 在 nn 一 3 时， 其 相应 的 系数 集 就 是 {1,3,3,1}， 亦 即 
C22) (wo I yy 二] 
若 将 (2.2)- 式 来 上 (z +y)， 则 用 分 配 律 可 得 


(2.3) (z+y) = 7 (173 + 372Yy + 37Yy 十 193) 
| 二 2 (173 + 372y + 37% + 1%) 
亦 即 
(z+y) = 1z4 十 37z3y 十 372%2 + 17%3 十 (0 
(0z2) 十 1739 十 3Z292 十 3793 十 194 

= 17x4 + 47x3y 十 67292 十 4783 十 1 
由 此 可 见 ， 第 五 行 (n = 4) 中 的 每 个 系数 其 实 就 是 上 一 行 (n =3) 中 的 
A 


则 类 似 地 可 得 


人 


(2.5) 二 人 于 >， Cr tye! 
k=0 k=0 
nn 二 1 
= 和 
k=0 
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另 一 方面 ， 由 CY 的 定义 式 (2.4) 得 
nn 十 1 


(2.6) (x +) )"+1 = 人 刀 十 1 一 天 


由 此 可 得 
CO CHTC (SOR -CR= O81) 

文 个 归纳 递 推 公式 (inductive recurrence relation) 来 表达 那些 系数 与 系数 
之 间 的 关系 ， 亦 即 可 以 用 (z 十 y)" 展开 和 后 的 系数 来 表达 (TX 十 y)"t1 展开 
后 的 系数 。 这 也 就 是 描述 上 述 三 角 阵 式 的 构造 规律 。 

现在 让 我 们 从 另 一 角度 来 看 看 上 述 递 推 公式 的 意义 。 先 把 某 一 
之 0 国定 不 动 ， 然 后 将 C7 看 成 一 个 函数 大 (z) 在 z= 二 n 时 的 取 值 。 
急 见 


f(z) 三 1， 及 (X)=x (因为 CY 一刀 ) 

则 前 述 的 递 推 公式 可 以 重新 写成 

(2.8) fr(nt+1)— fn)= fi(n) (Bm ORT 一 =CR 1 ) 
显然 上 述 的 讨论 说 明了 

(2.9) Afr(z) = fr-i(7) SS 大 GZ) = Sp,_1(7) 


亦 即 上 述 所 定义 的 一 系列 函数 {f(T), 上 二 0,1,2,...} 刚好 就 是 在 前 一 章 
寻找 求 和 公式 时 引入 的 特殊 部 数 集 {gx(x), =0,1,2,...}。 
【定理 2.1】 二 项 定理 (The Binomial Theorem) : 


也 


(2.10) (z+ y)” = > (OH Te 


k=0 
而 其 中 出 现 的 二 项 式 系数 (binomial coefficients) C? 的 明确 表达 式 就 是 


nl! 


过 1 
(2.11) 去 (0! = 1) 
【推论 一 】: Cr 二 Cn% ,。 
【推论 二 Paar -2 YCr 10。 
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2.2 ”泰勒 公式 与 多 项 式 的 局 部 展开 式 


设 f(x) 为 一 个 给 定 的 多 项 式 一 个 给 定点 。 若 我 们 把 Z 局 限于 
4a 的 (足够 小 ) 令 近 时 ，f(z) 在 这 个 范围 的 性 质 便 称 之 为 f(z) 在 X= 二 a 
的 邻 域 的 [局 部 性 质 」(local ee 当 我 们 研究 f(z) 的 局 部 性 质 
时 ， 宜 以 X= 二 a 二 +t 代入 然后 以 二 项 定理 把 f(z) = f(a 二 旨 展开 为 t+ 的 升 
知 表 达 式 ， 其 中 |t| 是 足够 小 者 ， 因 而 展开 和 后 的 各 项 的 绝对 值 乃 是 随 著 
t 的 次 数 的 升 高 而 大 幅 缩 小 ， 因 此 它们 的 局 音 影响 力 显 然 是 高 次 项 要 运 
小 于 低 次 项 ， 可 以 说 乃 是 1 阶段 分 明 ， 一 目 了 然 」 者 也 。 总 之 ， 这 是 
一 种 常用 、 好 用 的 办 法 ， 例 如 : 


() f(2)= 7: 


flat+t)=a +3at+3at + 
(i) f(x)= 72 — 224+57+1: 


flat+t)= (0 -20+5a+1)+(30 — 4a+5)t+ (34— + 


(iii) f(x) = cx” : 


(2.12) f(at+t) = ca +nca t+ cam 到 十 .十 ct 


n(n—1) 
2 

由 上 述 | 局 部 展开 」 (local expansion) 的 例子 可 见 ， 引 进 下 述 对 于 多 项 

式 的 形式 运算 1 (formal operation) 将 会 有 很 大 的 用 途 

【定义 】: 设 f(z) 为 任意 给 定 的 多 项 式 


Nn 


jzZ)=ao+az 十 .十 an2” = 2 
i=0 
定义 算 子 万 为 把 f(z) 变 成 下 述 多 项 式 Df(x) 的 形式 运 莽 : 


(2.13) Df(x) = ai 十 2a27 十 .十 7QnZ -> iair" 


1 形式 运算 : 单纯 在 符号 层面 上 的 运算 ， 其 实质 意义 还 有 待 确定 。 
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再 者 ， 定 义 及 为 上 述 形式 运算 万 的 重复 无 次 者 。 例 如 


D2?f(z) = 2a2s 十 6as7 + ...+n(n— lar™™? 


1 
= > i(i— 1)ar' 
i=2 


D(z2°)=nm 1)...(n— k+l) “= klOrr" * 


易 证 上 述 所 定义 的 算 子 万 满足 下 述 简单 好 用 的 性 质 ， 即 
(2.14) D(afh (z) 十 cafo(7)) 一 ciDfi(z) 十 coDfo(7x) 


(事实 上 ，D 本 身 就 可 以 用 上 述 性 质 和 基本 定义 D(z") = 二 nx"-1 所 唯一 
确定 者 。) 

运用 算 子 符 号 D， 我 们 可 以 把 (2.12)- 式 中 的 f(x) = cx" 局 部 展开 式 
重新 写成 下 述 非 常 简洁 的 形式 ， 即 


2 天 
fatd = Fo)+ DI Ot+ SHOP+... i 
人 21 
kl! 
k=0 
在 f(z) = xz" 的 特殊 情形 ， 上 述 公式 其 实 就 是 二 项 定理 的 另 一 写法 ， 也 


许 大 家 会 问 这 岂非 仅 是 昌 酒 装 ee ?但 其 实 不 然 ! 上 述 公 式 万 
是 带领 著 我 们 迈 向 一 个 新 新 的 领域 ， 它 开局 了 进入 微分 学 范畴 的 大 门 
( 详 见 第 三 章 ) 。 

【定理 2.2】 多 项 式 的 泰勒 公式 (Taylor’s formula for polynomials) : 

设 f(z) 为 一 个 n 次 多 项 式 ， 则 

.Pf(%) 2 Df(a) D"f (a) 


7 0 st Ew nl 


flat+t) = f(o) + Df(ott+ 


Df(a) 


人 


k=0 


[ 注 ] : 上 述 局 部 展开 式 在 二 nn 时 会 自然 终止 ， 因 为 对 于 所 及 > n= 
deg f(x) 来 说 ，DEf(z) 三 0。 
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证 明 : 我 们 采用 归纳 法 按 多 项 式 次 数 n 作 归 纳 证明 。deg jz) =0 时 
的 情况 是 显而易见 的 ， 现 在 归纳 假设 泰勒 公式 已 对 于 所 有 次 数 不 高 于 
(n 一 1) 的 多 项 式 普 遍 成 立 。 令 FZ) 为 任意 一 个 nn 次 的 多 项 式 ， 把 f(x) 
重新 写成 : 

(2.15) f(z)= cz" + folx) = f(r)+ fo(z), deg fo(r) <n—1 
则 由 归纳 假设 可 得 


n 


(2.16) flatt)= >》 ,Dp (Dfla)=0) 
由 前 述 czn 的 展开 式 例 ba (2.12)- 式 ) : 
(2.17) fi(a+t) = 3 二 世人 
由 此 可 得 和 
f(a+t)= fi(at+t)+ fola+tt) 


= DED AO + DY Df 
k=0 k=0 


= DO (DA (0) + Drfa(o))t 
-二 Dejtojt ( 即 (2.14)- 式 ) 口 
【推论 一 】: 当 f(x) 被 除 以 (z 一 ao) 时， 其 休 式 为 : 
HO+ DFO Ot tT Oe 
fs) = fe+ (2 -0)=» DF) a) 
=- {DAO} e+ { eo) | 
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【推论 二 】 : f(x) 可 被 (2 一 gj 整除 的 充 要 条 件 为 f(a) =0 和 Df(a)==0 
， 即 z= 一 a 是 f(x) 和 Df(z) 的 公共 根 ， 亦 即 (zt 一 a) 是 f(z) 和 Df(zx) 
的 一 个 公 因 式 。 


【推论 三 】: DUO g(x)) = (Df(z)) .9(z) + f(z). Dg(z)° 
证 明 : 只 需 证 明 对 任意 a 恒 有 

(2.18) D(f :9)(%) = Df(a): gla) + f(a): Dgla) 

由 [推论 一 ] 知 


把 上 述 的 第 一 式 和 第 二 式 相 乘 和 后 可 得 


He) .g(a) 
= fn 人 :9O+@G:UO+DHaoOe-a+DHO:DraO (2 — a) 
+ {f(0) g(a) + DAO) g(a) + fo) Doalc-a] 
现在 ， 把 上 述 两 种 f(z).g(z) 的 展开 式 中 的 (z -a) 项 作 一 比较 ， 即 得 
所 求证 的 等 式 D(f .gj(a) = Df(a) g(a) + Fa .Dg(a)， 亦 即 


D(f .9)=Df.g+f:Dg 


【习题 】: 
(1) 会 证 明 
D(f .9:h)= (Df).g9:h+f:(Dg):h+f:.g9: (Dh) 
(2) 试 以 归纳 法 证 明 
DIf(z)"] = nlf (rz) + Df(z) 
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(4) 试 证 DA 9 三 DUO) + 2D(f (72))D(g(7)) + D*(g(7))° 问 
DS(f(z). 9g(z)) 一 ?能 否 给 出 D"(f(z).g(z)) 的 公式 ? 


【定义 】: 若 f(x) 含有 因 式 (zt 一 a)?， 则 称 a 为 f(x) 的 一 个 重 根 。 若 
f(z) 含有 因 式 (Z 一 Q)*, 之 2, 而 不 含有 因 式 (0 一 Q)*t1， 则 称 a 为 f(x) 
的 k- 重 根 。 


[ 注 ] : 若 上 二 1， 则 称 a 为 f(z) 的 一 个 单 根 。 有 时 候 为 了 方便 讨论 起 见 
， 我 们 会 把 单 根 的 情况 当 作 1- 重 根来 讨论 。 
(5) 设 d(z) 是 f(z) 和 Df(z) 的 最 高 公 因 式 ， 试 证 a 为 f(z) 的 重 根 的 
充 要 条 件 就 是 a 为 d(z) 的 根 。 


[ 注 ] : 所 以 ， 若 f(x) 和 Df(x) 互 素 ， 亦 即 d(z) 三 1， 则 f(x) 不 可 
能 有 任何 重 根 。 


(6) 试 证 a 是 f(x) 的 k- 重 根 ( > 2) 的 充 要 条 件 乃 是 a 是 f(x) 的 根 
和 Hz) 的 (k 一 1)- 重 根 。 


【定义 】: 给 定 某 一 点 了 =a， 若 存在 有 一 个 足够 小 的 5 > 0 使 得 对 于 
所 有 满足 0 <6 的 x 恒 有 


f(z)> f(a) (或 f(x) < f(a)) 


则 称 x 二 a 为 f(z) 的 局 部 极 小 点 (或 局 部 极 大 点 ) 。 


(7) 假设 Df(a) 一 0 及 D?f(a)>0 (或 D2?f(a)<0)。 那 认 z 一 a 是 
否 f(z) 的 一 个 局 部 极 小 点 (或 局 部 极 大 点 ) ? 为 什么 ? 


(8) 设 Df(a)= D2?f(a)=...=D* ?f(a)==0 但 Df(a) 隆 0°。 f(zx) 在 
7 二 a 的 邻 域 的 局 部 性 质 应 是 怎样 ? 
[提示 : 分 开 处 理 天 为 奇 、 偶 数 的 情况 。 注 意 f(z) 与 y= 二 


(7 一 aq)* 在 x 一 a 的 邻 域 的 局 部 性 质 极为 相似 。| 
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2.3 泰勒 公式 与 局 部 分 析 : 局 部 性 质 和 局 部 逼近 


从 代数 学 方面 来 说 ， 上 一 节 所 导出 的 多 项 式 泰勒 公式 已 经 是 二 项 定 
理 的 一 个 深远 推广 。 其 实 ， 泰 勒 公 式 不 单 只 是 二 项 定理 的 一 个 推广 公 
式 ， 它 也 是 研究 一 般 函 数 局 部 性 质 的 重要 工具 。 在 这 一 节 里 我 们 暂且 
ee 数 的 应 用 ， 其 研讨 方法 也 自然 而 然 地 带 

领 闭 我 们 返 向 微分 学 的 范畴 。 

局 部 性 质 和 局 部 晕 近 (local properties and local approximations) : 

首先 让 我 们 清楚 界定 [局 部 性 质 」 的 明确 意义 。 若 一 个 给 定 函 数 
三 jz) 的 菜 些 性 质 只 取决 于 该 函数 在 X= 二 a 的 足够 小 邻近 内 的 值 ( 即 
只 需 把 f(x) 局 限于 |x 一 a| <6 的 范围 内 ， 其 中 6 为 一 个 足够 小 的 正 实 
数 ) ， 则 称 该 性 质 为 f(x) 在 z=a 时 的 局 部 性 质 。 例 如 : 

(i) 我 们 称 y= f(x) 在 z= 二 a 时 有 上 [局 部 极 小 值 ] (或 局 部 极 大 值 ) 

f(a)， 其 意义 为 


f(z)> f(a) (或 f(z) < f(a)) 
对 于 所 有 7Zz 在 Z=a 的 足够 小 邻近 内 恒 成 立 。 


(ii) 我 们 称 y 二 f(z) 在 x 二 a 的 足够 小 邻近 内 是 [递增 」 的 (或 递减 
的 ) ， 其 意义 为 
f(z1) < za) (或 f(z1) > f(zx2)) 
能 对 于 所 有 满足 (ga 一 6)<wi<xw2<(a+t+6) 的 xi, Xo 恒 成 立 。 
二 留意 下 述 一 个 十 分 简单 的 事实 。 在 应 用 泰勒 公式 于 研 
函数 的 局 部 性 质 的 时 候 ， 它 将 会 扮演 著 一 个 很 常用 的 角色 。 


【基本 事实 一 】: 一 个 微小 量 的 高 次 容 的 绝对 值 要 远 比 其 低 次 寞 的 绝 
对 值 为 小 。 例 如 ， 设 
IAz| < =107° 
106 


则 
|Aze+4| |Az| 人 tt: < 10-64 . IAx*| 
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亦 即 |Azt+l| 的 值 会 小 于 |Ax*| 的 值 的 百 万 分 之 一 。 

在 研究 函数 的 局 部 性 质 时 ， 我 们 惯用 Az 来 代表 (Z 一 a)， 并 且 会 假 
设 |Az| 为 足够 小 的 值 。 所 以 ， 在 研究 多 项 式 函 数 flz) 于 了 =a 的 局 部 
性 质 时 中 ， 由 泰勒 公式 所 得 的 展开 式 

1 
f(z) = f(a) + Df(a): Azt+ 3D f(o) A 于 二 总 


= f(0) + DD Df(e) Am 
k=1 “ 


我 们 容易 看 见 下 述 另 一 个 基本 事实 : 

【基本 事实 二 】: 设 Drf(a) 为 Dif(a) (1<i<n) 列 中 的 第 一 个 非 零 值 
， 则 

(2.19) glz) = fo) 上 二 Dejf(ajAzt (Az= (rz 一 由 ) 


k! 
为 f(z) 于 x 二 a 的 一 个 Tk 阶 」 的 局 部 允 近 却 数 ， 亦 即 


(2.20) f(z) — 9(7) = > Df(a)Ar 


的 绝对 值 要 远 比 二 D*f(a)Ax* 的 绝对 值 小 。 因 此 ， 有 很 多 f(x) 的 局 部 
性 质 都 会 和 逼近 函数 g(zZ) 的 局 部 性 质 相 同 ， 所 以 我 们 不 妨 改 用 较为 简 
单 的 g(7) (一 个 天 次 的 多 项 式 函 数 ) 来 研究 f(7) ( 一 个 次 数 至 少 为 天 
的 多 项 式 部 数 ) 的 那些 局 部 性 质 。 上 述 看 似 单纯 的 想法 其 实业 已 列 含 
著 很 有 用 的 局 部 逼近 方法 ! 


【 引 理 一 】: 若 Df(a)>0( 或 Df(a)<0)， 则 y= 二 f(x) 在 x 二 a 的 
令 近 范围 是 递增 的 (或 递减 的 ) 。 


证 明 想 法 :y = f(x) 可 用 下 述 函 数 来 局 部 融 近 : 
fla) + Df(a)Az = f(a) + Df(a): (2—a) 


当 Df(a) >0( 或 Df(a)<0) 时 ， 上 述 函 数 显然 会 在 7X 一 a 令 近 范围 
内 递增 (或 递减 ) 。|[Df(a) 实际 上 就 是 上 述 线性 函数 的 斜率 。] 
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单调 区 间 和 极 大 、 极 小 点 : 


oo 0) 为 
把 整 条 实数 轴 以 Df(x) 的 BR en ， 使 得 在 
每 一 个 区 间 中 Df(zx) 维持 其 正 负 号 不 变 (并 假设 由 一 个 区 间 走 向 相 邻 
区 间 时 Df(x) 会 改变 其 正 负 号 ) ， 则 由 [ 引 理 一 ] 易 知 y 了 = jz) 在 每 一 个 
区 间 中 恒 为 单调 递增 或 单调 递减 (由 Df(zx) 在 其 上 的 正 负 号 决定 之 ) 

。 我 们 把 这 些 区 间 称 为 函数 f(z) 的 [单调 区 间 」。 再 者 ， 那 些 单 调 区 
间 的 分 点 {Qj} 万 是 函数 f(z) 改变 其 单调 性 的 转向 点 ， 灸 见 若 f(z) 由 
这 改变 为 信 ， 则 转向 点 为 其 局 部 极 大 点 ; 若 f(T) 由 改变 为 7， 则 
转向 点 为 其 局 部 极 小 点 。 


[ 图 2-1 ] 
【 例 一 】 :y= f(z)= Azx?+Br+C,A>0 


Djz)=247r 二 已 而 在 Qi== 一 阁 时 Df(a)= 
B 
es 
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| 症 | 
个 攻 j0- 辑 ) 
() B*—4AC >0 (i) B24A4C=0 (ii) Bi-4AC<0 
[ 图 2-2 ] 


【 例 二 】: f(x)=x3+Br?+Cr+D 
由 [ 例 一 ] 的 讨论 ， 可 见 Df(a) 的 正 负 区 间 有 下 述 三 种 情形 ， 即 
(0)B*—3C>0,， (i)jB*-30C=0, (ii)B*-3C<0 
我 们 现在 分 别 讨论 上 述 每 一 个 情况 : 


(Qi) B2 一 3C >0: 在 此 情况 ，Df(z) = 二 0 有 两 个 相册 的 根 {a1,a2}。 两 者 
把 实数 轴 分 为 三 个 f(x) 的 单调 区 间 ， 即 


[ 图 2-3] 


(i) B? 一 3C 一 0 : 在 此 情况 ， 我 们 恒 有 Df(z) > 0， 因 此 f(z) 在 整 条 实 
数 轴 上 是 单调 递增 的 。 
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[图 2_4 


(ii) B2 一 3C <0: 在 此 情况 ， 恒 有 DjHz) > 0， 因 此 f(z) 在 整 条 实数 
轴 上 是 严格 单调 递增 的 。 


y=Df(7) 


[ 图 2-5 ] 
【 例 三 】 : f(x)=xt+ Br+COr + Dri+E 


易 见 Df(x) =4r3+3Bz2 +2Cz 十 万 和 DAz)=12z2+6Br+2C， 
我 们 依然 尝试 用 二 次 的 D2f(z) 来 把 f(z) 分 类 。 假 设 D2f(z) 的 样子 是 
属于 [ 例 一 ] 的 (让 或 (过 ) 型 ， 即 如 [图 2-6(i) 所 示 的 虚线 或 实 线 图 形 : 


y=D?f(z) 2/ y=Df(z) 


[图 2-6] 


则 Df(z) 的 样子 就 会 是 如 [图 2-6(ii)] 所 示 者 ， 亦 即 f(z) 在 这 两 种 情况 


这 
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之 下 都 只 有 两 个 单调 区 间 。 另 一 方面 ， 假 若 D?f(zx) 的 样子 是 [ 例 一 ] 的 
(型 ， 即 如 [图 2-7(] 所 示 者 : 


. y=D? f(z) 23 


[图 2-7(ii)] 中 虚线 所 示 的 位 置 ，f(x) 只 有 两 个 单调 区 间 ; 而 当 Df(x) 
是 [图 2-7(i)] 中 实 线 所 示 的 位 置 ，f(x) 就 会 有 四 个 单调 区 间 ， 即 如 下 


CS 


y=f(7) 


[ 图 2-8 ] 
函数 的 fk- 阶 局 部 遇 近 : 
在 局 部 分 析 中 ， 我 们 还 可 引入 下 述 关 于 「 微 小 量 的 阶 J 和 『「 允 8 近 的 

阶 」 的 概念 ， 即 

【定义 】 : 一 个 微小 量 Az 的 函数 称 为 [k- 阶 微小 量 」 若 它 可 写成 人 x 人 
的 常数 倍 再 加 上 一 些 更 高 阶 的 微小 量 。 

【定义 】: 一 个 函数 g(z) 称 为 函数 f(z) 在 x 二 a 的 『k- 阶 局 部 遇 近 J] 
若 |f(zx) 一 g(x)| 为 足够 小 的 Ax 的 (k 十 1)- 阶 微小 量 ，Ax = (1 一 a)。 
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【例子 】: 
(i) 下 述 线性 ( 即 次 数 为 1) 多 项 式 函 数 
y= f(a)+Df(a)(z—a) 
为 y= 二 f(z) 于 x=a 的 1- 阶 局 部 遇 近 。 
从 几何 方面 来 看 ， 线 性 多 项 式 的 图 象 为 一 条 直线 。 所 以 上 述 的 线 


性 局 部 和 逼近 函数 的 图 象 就 是 在 = jz) 的 图 象 中 于 (a, f(a)) 点 的 
切线 。 


y=f(@)+Df(a) (ra) 


(i) 下 述 函 数 
y= f(a)+Df(a)Ax+.. + Df as = DDO 


为 y= jz 于 zz=a 的 扩 - 阶 局 部 逼近 。 
【习题 】: 


(1) 试 找 出 下 列 多 项 式 函 数 的 单调 区 间 : 


一 2023 一 3z2 一 457 十 17 
一 23 一 3z2 十 137 一 10 


基础 代数 学 


总 第 二 章 . 二 项 定理 与 泰勒 公式 


(v) y = 97* — 3473 + 20x*+ 50z—6 


(2) 对 于 每 一 个 在 题 (1) 中 所 列 出 的 多 项 式 函 数 ， 若 它们 的 极 大 点 或 
极 小 点 存在 ， 试 找 出 它们 的 所 在 位 置 。 


(3) 令 D*f(a) 为 Dif(a) (1 <i<n) 列 中 的 第 一 个 非 零 值 。 

(i) 设 有 为 偶数 。 试 证 明 x 一 a 其 实 是 f(x) 的 一 个 局 部 极 值 点 。 
试 讨论 在 什么 情况 下 它 是 一 个 局 部 极 大 点 或 局 部 极 小 点 。 
(ii) 设 天 为 奇数 。 试 证 明 当 D*f(a) >0 时 f(x) 是 在 a 点 邻近 局 

部 递增 的 ; 而 当 Df(a) <0 时 f(x) 是 在 a 点 令 近 局 部 递减 
的 。 

(4) 设 Df(a) >0( 或 Df(a) <0)。 试 证 明 y= f(x) 在 X= 二 a 邻近 
的 图 人 象 是 位 于 其 在 X= 二 a 的 切线 之 上 (或 之 下 )。 试 描绘 出 以 上 
两 种 情况 的 局 部 图 象 之 相对 位 置 。 

(5) 车 D2?f(a)=0 但 D3f(a) 关 0;， 则 f(x) 在 x 二 a 的 局 部 图 象 与 f(x) 
在 X=a 的 切线 之 相对 位 置 如 何 ? 

(6) 在 题 (5) 中 所 描述 之 点 称 为 扔 点 。 试 求 出 题 (1) 的 (jii) 及 (iv)， 以 
及 第 一 章 第 一 节 习 题 内 的 3 次 多 项 式 函 数 的 拐点 。 


基础 代数 学 


人 


六 入 二 - 立 - 
三 章 


四 
多 项 式 逻 数 的 微 积 分 


概括 地 来 说 ， 一 个 函数 yy 二 f(x) 所 描述 者 ， 乃 是 一 个 变数 的 值 如 何 
随 著 另 一 个 变数 的 改变 而 变化 的 方式 。 由 此 可 见 ， 函 数 的 | 变化 速度 | 
ee te ht 
效应 亦 有 著 根 本 的 重要 性 ， 它 纪录 了 这 个 函数 在 某 一 个 范围 内 所 作 的 
影响 的 [总 和 」。 

在 这 一 章 中 ， 我 们 将 会 对 上 述 两 种 具有 根本 重要 性 的 函数 性 质 一 一 
| 变 率 」 与 总和]」 一 一 做 一 次 探 本 究 源 的 工作 。 在 多 项 式 函 数 的 范畴 
中 ， 两 者 则 分 别 对 应 于 上 两 章 所 讨论 的 泰勒 公式 和 求 和 公式 。 


3.1 变 率 与 微分 


首先 让 我 们 看 看 线性 函数 的 情形 作为 简单 例子 。 设 = 47 十 万 ， 当 7Z 
由 21 改变 至 x2 时， 则 相应 会 有 yy 由 二 Azi 十 B 改 变 至 wj 二 Axs 十 B 
。 因 此 %y 的 改变 值 与 x 的 改变 值 之 间 的 比率 为 : 
(ly VY2 YL = 4(za 一 21) /A 

2 — wl X22— V1 

所 以 y= 二 Az 十 BB 的 [ 变 率 」 就 自然 而 然 地 定义 为 上 述 常数 4。 反 之 
， 若菜 一 个 函数 y = f(z) 在 每 一 点 的 「 变 率 」 恒 等 于 常数 4， 则 易 见 
y= Az+f(0)° 

但 对 于 其 他 的 多 项 式 函 数 而 言 ( 即使 像 yy = 二 x? 这 样 简单 的 函数 ) ， 
上 面 所 计算 的 『x,y 改变 值 之 比率 」 是 会 Me 
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同 者 ， 所 以 这 类 函数 的 「 变 率 」 其 实 还 是 一 个 [下 尚 待 定义 」 的 概念 ! 
无 论 如 何 ， 现 在 让 我 们 先 来 重新 剖析 一 下 「 变 率 」 这 个 概念 的 直观 内 
念 。 

令 y= 用 (7) 和 yy= 户 (z) 为 两 个 函数 ， 它 们 在 Z=a 点 的 值 相 同 ， 
即 fi(a) 二 fo(a)。 设 


当 a—~6 <z<a, fi(z)< fol7z) 
但 当 a<x<at+6, fi(z) > fo(7) 


2 


人 


-7 
[ 图 3-1] 
亦 即 在 一 a 点 时 有 (7)『 从 和 后 赶 上 」 所 (Xx) 而 且 超 越 之 。 在 这 个 情况 


下 ， 有 f(z) 在 z= 二 a 的 [ 变 率 」 显然 是 不 可 能 和 
「 变 率 」 的。 假若 不 然 ， 则 我 们 在 讨论 的 东西 生变 率 」 的 直观 意义 

不 符 ; 换 句 话说 ， 若 所 讨论 的 概念 并 不 满足 上 述 比 较 条 件 ， 则 它 绝 不 
会 是 我 们 想 要 研究 的 上 变 率 」 1 


或 者 同学 们 试想 想 下 述 一 个 实际 例子 : 设 有 甲 、 乙 两 人 在 一 条 公路 
上 作 自 行车 竞赛 ， 分 别 以 有 i(z) 和 户 (z) 表示 甲 、 乙 在 Z- 秒 后 和 起 点 的 
距离 。 设 甲 在 X= 二 a 时 从 后 赶 上 乙 而 且 超 越 之 ， 亦 即 在 工 略 小 于 a 时 
， 甲 在 乙 之 和 后 ;但 是 在 工 略 大 于 w 时， 则 甲 在 乙 之 前 。 则 甲 在 X= 二 a 
时 的 『 速 率 」 显然 不 能 小 于 乙 者 ， 要 不 然 ， 则 甲 是 不 可 能 在 了 = a 时 达 
成 和 后来居上 的 ， 是 不 ? 


把 上 述 直 观 上 十 分 明显 的 事实 ， 改 用 函数 框架 叙述 之 ， 即 为 下 述 刻 
划 变 率 的 直观 内 含 的 比较 原则 : 
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【 变 率 的 比较 原则 】(Comparison principle of rate of change) : 

设 有 两 个 函数 户 (Z) 和 户 (z) 满足 户 (a) = f(a) ;而且 在 X= 二 a 的 令 
近 具 有 下 述 大 小 关系 ， 即 对 于 一 个 足够 小 的 5 > 0， 

当 a—~6<7z<a, fi(z)< fo(z) 

当 a<z<at+d, fi(z)> fo(7z) 


(3.2) 


则 户 (z) 在 z= 二 a 的 变 率 不 小 于 户 (z) 在 zZ=a 的 变 率 。 


根据 上 述 比 较 原 则 和 已 知 的 线性 函数 变 率 ， 我 们 将 会 证 明 多 项 式 函 
数 y=jz) 在 Z=aw 的 变 率 就 是 万 Ha) 。 
【 例 一 】 : 且 让 我 们 先 以 f(z) = cz3 为 例 ， 用 上 述 比 较 原 则 去 研讨 它 
在 二 a 点 的 变 率 应 该 是 什么 。 因 为 一 次 函数 的 变 率 用 是 已 知 者 ， 我 们 
可 以 把 f(x) 和 g(z) = 二 cB 十 m(z 一 Qa) (注意 : f(a) = g(a)) 来 比较 。 令 
2Z 一 0 十 5， 则 有 


f(z) = cl(a+6) 一 c 吧 十 3ca25 十 3ca62 + ceo’ 
9g(Z) = ca3 + mo 
f(x) — g(x) = (3co — m)6 + 62(3ca 十 cg) 
由 此 不 难看 到 ， 当 (3ca* 一 m) 关 0 时 ， 只 要 把 |6| 取得 足够 小 ， 则 


(f(x) 一 g(x)) 和 (3ca? 一 m)6 同 号 。 所 以 由 比较 原则 (3.2) 即 有 
m>3ca 入 f(z) 在 I=a 点 的 变 兴 之 m 
Im < 3co2 之 f(z7) 在 x= 二 a 点 的 变 率 >m 

所 以 [| f(x) 在 X=a 点 的 变 率 」 必须 小 于 任何 大 于 3ca* 的 m， 又 必须 


大 于 任何 小 于 3ca? 的 mm， 所 以 唯 有 把 它 定义 为 3ca2 才 人 合乎 上 述 比较 原 
见 ] O 
【定理 3.1】: 一 个 多 项 式 函 数 % = jz) 在 z=a 的 变 率 的 唯一 合理 定 
义 是 Df(a)。 

证 明 : 其 实 ， 只 要 把 [ 例 一 ] 的 方法 的 直接 推广 ， 就 可 以 用 来 证 明 
[定理 3.1]。 给 定 一 个 实数 m， 令 


(3.3) 9(7) = f(a) + m(z — a) 


基础 代数 学 


第 三 章 ， 多 项 式 函 数 的 微 积 分 


另 一 方面 ， 由 f(z) 的 泰勒 展开 式 可 得 


(3.4) f(z) = f(a) + Df(ao)(s — a) + ,Df — oa) 


(35) (0) -gn) = (Df) — m5+ (> sic 
k=2 
同 理 ， 当 (Df(a) 一 m) 关 0 时 ， 只 要 把 |0| 取得 足够 小 ， 则 (f(x) 一 g(x)) 
和 (Df(a) 一 m)6 同 号 。 所 以 由 比较 原则 (3.2) 即 有 
m> Df(a) 地 f(z) 在 X==a 点 的 变 兴 之 m 
m<Df(a) 坊 f(7) 在 z=a 点 的 变 认 >m 


所 以 [JJz) 在 zz=aw 点 的 变 率 」 的 唯一 合理 定义 就 是 Df(a)。 
[ 注 ] : 在 上 一 章 中 ， 运 算 符号 万 只 是 形式 上 的 运算 ， 我 们 引进 它 来 简洁 
地 把 二 项 定理 推广 成 泰勒 公式 。 而 上 述 [定理 3.1] 则 说 明了 Df(z) 在 分 
析 学 上 的 意义 一 - 它 刚 好 就 是 记录 著 f(z) 在 每 一 点 上 的 变 率 。 这 种 变 率 
的 概念 其 实 可 以 推广 至 适用 于 更 广泛 的 况 数 类 ， 记 录 蔷 一 个 一 般 济 数 的 
变 率 之 部 数 我 们 称 为 该 部 数 的 | 导 函 数 」 (derivative function)， 而 求 出 
导 函 数 的 运算 过 程 则 称 为 | 微分 14 (differentiation)。 由 此 可 见 ， 在 上 一 
章 的 形式 代数 运算 其 实 就 是 1 多项式 的 微分 ]。 至 于 如 何 把 泰勒 公式 推 
广 成 能 应 用 于 更 为 广泛 的 部 数 类 型 ， 这 正 是 整个 微分 学 的 基本 骨干 。 
插值 问题 的 推广 : 


在 第 一 章 中 所 讨论 的 插值 问题 ， 乃 是 要 求 待 求 公式 必须 在 某 些 特定 
地 方 取 某 些 特 定 值 。 但 在 实际 的 应 用 问题 上 ， 有 时 候 还 需要 求 待 求 公式 
的 图 象 在 该 点 有 特定 变 率 、 特 定 曲 率 等 等 。 例 如 : 设 有 一 个 4 次 多 项 
式 f(z7)， 它 在 X= 二 土 和 x 二 2 三 点 的 值 已 给 定 ， 而 且 其 变 率 在 z= 二 土 ] 
时 也 给 定 ， 问 能 否 唯一 地 确定 f(z) ? 换 句 话说 ， 能 否 由 下 述 五 个 给 值 
条 件 唯一 地 确定 一 个 4 次 多 项 式 f(z)? 


RD DHT TO DA A 
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且 以 上 述 数值 分 别 为 9, 一 6,1,6,27 为 例 说 明 其 解法 。 


首先 ， 在 xX 二 一 1,1,2 分 别 取 值 9,1,27 的 2 次 多 项 式 g(x) 是 可 以 用 


插值 公式 唯一 地 确定 之 ， 即 
9g(Z) 一 10zZ 一 47 一 5 


留意 f(z) 一 g(7%) 在 z= 一 1,1,2 这 三 点 沸 为 0， 亦 即 f(x) 一 
有 因 式 (z 十 1)(z 一 1)(z 一 2)。 由 于 f(x) 一 g(z) 用 是 4 次 多 项 式 ， 


f (2) — g(x) = (z+ LD)(z— 1)(z— 2)(ar+d) 
其 中 a, 5 为 两 个 待定 的 系数 ， 亦 即 
f(z)= (ar+o(r+1)(rz—1)(r—2)+10r—4r—5 
对 于 上 述 f(z) 求 导 ， 即 有 


Df(x)= (ar+t+b)(z 1) 2)+(art+d)(rt+1)(r—2)+207r 4+... 


代入 条 件 式 Df(--1) = 一 6, Df(1)=6， 得 

-6= Df(-1)= (~a+0)(-2)(-3)+0—20—-4+0 字 -a+b=3 

6= Df(1)=0+(a+0)(2)(—1)+20+4+0 地 a+0b=5 

易 解 得 a 二 1,5 二 4。 所 以 

f(z)= (+4 1) —2)+g9(r) = 72 +2 +7r m6r+3 
【习题 】: 
(1) 试 求 出 藏 于 半径 为 r 的 球体 内 的 圆柱 体 之 最 大 体积 。 
(2) 试 求 出 藏 于 半径 为 r 的 球体 内 的 圆锥 体 之 最 大 体积 。 
(3) 试 找 出 一 个 不 高 于 5 次 的 多 项 式 f(z)， 它 满足 下 述 条 件 : 


f(-D) =1 
f(0)=1, Df(0)= -1, D*f(0)= 8 
1(1) =5 Df(D) =14 


具 
见 有 
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3.2 ”总 和 与 积分 


我 们 首先 描述 一 个 在 历史 上 具有 重要 意义 的 例子 ， 它 应 用 了 求 和 公 
式 来 解决 了 一 个 有 基本 重要 性 的 几何 问题 。 


假如 我 们 用 一 个 圆锥 形 的 杯 装 水 倒 进 一 个 同 底 同 高 的 圆柱 形 的 杯 时 
， 会 发 现 需要 三 满 杯 圆锥 形 杯 的 水 才 可 注 满 一 个 圆柱 形 杯 。 相 信 在 十 
时 从 类 似 的 实验 也 自然 地 引导 十 代 中 国 和 十 希腊 的 几何 学 家 发 现 了 辆 
锥 体 的 体积 公式 ， 亦 即 圆锥 体 体 积 为 同 底 同 高 的 圆柱 体 体 积 之 三 分 之 
一 。 它 是 三 角形 面积 公式 的 [高 一 维 」 推广 ， 因 为 三 角形 面积 就 是 同 
底 同 高 的 平行 四 边 形 的 面积 之 一 半 。 在 二 维 的 情况 我 们 很 容易 就 可 以 
把 一 个 平行 四 边 形 切割 成 两 个 全 等 的 三 角形 ， 但 是 在 三 维 的 情况 我 们 
We 

尝试 寻找 类 似 的 切割 重组 方法 求证 锥 体 的 体积 公式 ， 但 所 有 尝试 蕴 
ny 直至 最 后 由 Eudoxus 开创 了 一 套 新 新 的 方法 锥 体 体 积 公 式 
才能 成 功 得 证 。 这 其 实 是 最 早 的 一 个 具有 基本 重要 性 的 积分 ， 也 是 现 
代 积 分 学 之 源 起 。 


锥 体 体积 公式 的 Eudoxus 证 明 : 


如 [图 3-2] 所 示 ， 一 个 底面 积 为 A、 高 度 为 hh 的 锥 体 可 以 用 平行 于 
底面 的 平面 切割 成 n 块 均一 厚度 的 薄片 : 


[图 3-2 ] 


由 顶层 向 下 数 的 第 ;1 块 薄片 ， 其 底面 积 为 A;， 顶 面积 为 4 1。 由 相似 
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形 定 理 ， 古 希腊 的 几何 学 家 已 知 


; 2 i \2 72 
n n n 
由 此 易 知 其 第 1 块 薄 上 及 之 体积 是 介 乎 于 .4i 1 和 A, 4; 两 者 之 间 ， 亦 即 


,112 a 
Nn n3 n3 Nn 


把 上 述 的 不 等 式 整 合 起 来 ， 便 得 出 


hA hA ， 
(3.8) i 3 V< i 
“| 


2 志 :] 4 


接著 Eudoxus 便 应 用 已 知 的 > 这 求 和 公式 把 上 式 重 写成 


hA 1 1 hA 1 1 
Te 
至 此 ，Eudoxus 发 现 上 述 不 等 式 对 所 有 正 整 数 n 都 成 立 ， 但 无 论 nh 如 


何 增 大 ，V 的 值 ( 锥 体 体积 ) 是 不 变 的 ! 而 当 兄 无限 地 增 大 时 ， 上 式 
的 上 限 和 下 限 之 差别 为 


hA 1 1 _hA 1 1 hA 
这 个 量 会 无 限 地 缩小 ( 即 可 小 于 任意 给 出 的 正 实数 )。 由 此 可 见 ， 唯 
一 可 以 对 所 有 n 能 满足 上 述 不 等 式 的 量 必定 是 铝 ， 因 此 得 证 


3 


1 
(3.11) V=3h4 


随和 后， 十 希腊 的 几何 学 家 也 用 同样 的 方法 来 求 得 曲线 Y= 2? 底下 的 
面积 : 
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Sd 
全 | 


a Za 
[ 图 3-3 | 
如 [图 3-3| 所 示 ， 图 中 被 曲线 y= 二 72、 直 线 X= 二 a 和 x- 轴 所 包围 的 区 
域 可 被 切割 成 nh 条 均一 阔 度 为 ia 的 罕 条 。 由 左 数 起 第 1 条 罕 条 的 面积 
显然 小 于 其 外 包 短 形 之 面积 ， 但 大 于 其 内 侈 矩形 之 面积 ， 亦 即 
A 六 , 


nn 


再 把 上 述 nh 个 不 等 式 整 合 起 来 ， 即 得 

(3.13) $Y- < 4- 二 二 二 23 
因此 ， 运 用 同一 求 和 公式 可 得 
人 


再 以 同样 的 论证 ， 即 得 那个 能 满足 所 有 以 上 不 等 式 的 A 必定 是 疆 ， 这 
样 就 证 明了 


(3.15) A= 


显然 这 个 方法 是 可 以 直接 推广 到 求 曲 线 yy =x、 直线 二 a 和 7Z- 轴 
所 包 国 的 区 域 之 面积 ， 其 值 为 Air 。 


(k++1) 
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ss 
Ey 


(ai_1,0) (ai,0) (a,0) - 


[ 图 3-4 ] 


证 明 :如 [图 3-4] 所 示 ， 由 左边 数 起 第 1 条 罕 条 是 夹 于 该 两 个 矩形 


之 间 ， 其 面积 满足 


Q .7 一 工 QAT1 QAT1 Q 2 


(3.16) =( 


nk+1 


把 上 述 不 等 式 整 合 起 来 》 得 


也 也 aktl 也 
> k = jk 
De Dh 
1 2 一 1 2 一 1 


?一 


art 


1 
nk+1 


(3.17) 


k ; k hk k ; 
a)” = (i—1) < 


现在 ， 我 们 需要 运用 第 一 章 的 求 和 公式 来 求 得 上 述 两 个 总 和 ， 即 


Dall 
(3.18) TE = Crgk(T) + Ch 19k 1(Z) 十 
由 比较 x% 的 系数 即 可 得 出 cj 二 hk1， 因 此 


(3.19) | = (kl) gpri(n) + Ck-19k(N) + ... 


1 
二 一 nt1 二 至 多 是 nn 的 上 次 的 项 
k+l1 


所 以 


(3.20) 一 》 从 二 一 一 十 只 含 几 的 负 指 数 的 项 
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当 nn 无 限 地 增 大 时 ， 那 些 负 指数 的 项 自然 会 无 限 地 缩小 ， 由 此 可 得 


artl 
3.21 4 一 
和 k+l 
用 现今 的 积分 记号 ， 上 式 即 可 写成 下 述 基本 的 多 项 式 函 数 积分 公式 : 
WA Op+1 
,2 dz = 
(3.22) [ rdz 二 本 
【 习题 】 
(n—1) a [4 
(1) 运用 》、 请 的 求 和 公式 写 出 上 zhdz 二 后 的 详细 证 明 。 
i=0 0 


(2) 由 曲线 y= 二 7 十 TY、 直 线 = 二 a 和 x- 轴 所 包围 的 区 域 之 面积 为 多 


少 ? 


(3) 由 曲线 y= 4 十 22? 十 47Y、 直 线 z= 二 a 和 x- 轴 所 包围 的 区 域 之 面 
积 为 多 少 ? 


(4) 由 曲线 yy 一 37 十 2z*、 直 线 X 一 a、x 一 5 和 x- 轴 所 包围 的 区 域 之 
面积 为 多 少 ? 
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我 们 在 前 三 章 已 经 和 同学 们 简明 扼要 地 讨论 了 一 元 高 次 多 项 式 的 基 
础 理论 。 现 在 让 我 们 改 弦 更 张 ， 转 为 讨论 多 元 代数 表达 式 的 基础 理论 。 
其 中 最 为 简 材 者， 当然 就 是 多 元 一 次 的 表达 式 ; 而 其 方程 之 求解 ， 乃 是 
同学 们 在 小 学 和 初中 时 期 常常 碰见 的 求解 线性 方程 组 (system of linear 
equations) 是 也 。 

求解 线性 方程 组 乃 是 代数 学 中 的 基本 课题 和 必用 、 常 用 的 基本 功 。 
在 很 多 的 代数 解 题 方法 中 ， 例 如 待定 系数 法 ， 我 们 必需 通过 一 些 联 立 
方程 来 解 出 待定 系数 的 值 ， 而 其 中 比较 简单 基本 者 ， 则 往往 是 可 以 设 
法 用 线性 方程 组 来 表达 之 。 同 学 们 在 小 学 和 初中 的 阶段 已 熟 习 了 运用 
代入 法 (substitution) 和 消 元 法 (elimination) 求解 一 些 简单 的 联 立 方程 
， 所 以 我 们 将 先 从 这 些 简 明 的 方法 入 手 ， 作 为 研讨 线性 方程 组 的 解法 
和 基础 理论 的 起 点 。 

本 质 上 ，7- 阶 行列 式 万 是 一 个 特定 的 凡 2 元 、 兄 次 多 项 式 。 它 万 是 在 
研讨 n 元 线性 方程 组 的 基础 理论 中 自然 而 然 地 发 现 者 ， 而 且 在 其 中 扮 
演 闭 主 角 。 本 章 将 采取 返 开 归真 的 处 理 方式 ， 引 领 同 学 们 由 二 元 、 三 
元 、 四 元 逐步 归纳 、 分 析 探 索 线 性 方程 组 和 行列 式 的 基础 理论 ， 作 一 
次 归纳 发 现 、 归 纳 定 义 和 归 纳 论 证 ， 顺 理 成 章 的 三 结合 。 其 实 ， 在 各 
种 各 样 的 多 元 高 次 多 项 式 之 中 ， 大 多 数 是 无 用 者 或 是 难以 应 用 者 ; 唯 
独 有 行列 式 ， 因 为 它 所 独 有 的 优良 性 质 ， 使 得 在 不 同 的 数学 范畴 的 研 
讨 中 (包括 代数 、 分 析 、 几 何 ) ， 它 都 是 一 个 不 可 或 缺 、 精 简 好 用 的 
的 重要 工具 。 
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4.1 代入 法 和 消 元 法 
让 我 们 先 来 研讨 一 个 线性 方程 组 的 解 集 究竟 会 出 现 那些 可 能 性 。 若 
所 涉及 的 线性 方程 组 只 是 一 个 一 元 一 次 方程 ， 即 ur 二 b， 则 结论 非常 
简单 : 当 a 关 0 时， 我 们 有 唯一 解 z=b/a; 当 a==0 但 5 关 0 时 ， 方 程 
无 解 ; 而 当 a 一 0 和 b= 二 0 时 ， 则 任何 x 都 是 解 ， 亦 即 有 无 穷 多 解 。 
而 同学 们 在 小 学 中 所 碰见 的 「[ 鸡 免 同 笔 」 问 题 ， 其 实 就 是 一 种 二 个 
二 元 一 次 方程 的 求解 。 例 如 : 笼 中 有 鸡 、 免 共 36 只 ， 而 脚 数 共有 108 
只 ， 问 鸡 和 免 各 有 多 少 只 ? 设 鸡 数 为 z， 免 数 为 yy， 则 有 
T+y= 36 
27 + 4y = 108 
由 第 一 式 解 得 二 36 一 y， 再 代入 第 二 式 中 ， 得 
2(36 — yy) + 4y = 108 
72 + 2y = 108 
4 一 18 
再 将 yy = 18 代 回 第 一 式 中 求 得 Z=18。 所 以 鸡 、 免 各 有 18 只。 
既然 | 鸡 兔 同 乱 」 可 解 ， 我 们 很 自然 会 想到 其 它 如 「 鸡 鸭 同 笼 」、 
[「 龟 兔 同 笼 」 等 等 问题 是 否 也 同样 可 解 ? 当 我 们 尝试 解 一 些 实例 时 ， 
便 会 发 现 事 实 并 非 如 此 ， 例 如 : 若 笼 中 有 鸡 、 鸭 共 36 只 ， 而 脚 数 共有 
108 只 ， 问 鸡 和 鸭 各 有 多 少 只 ? 设 鸡 数 为 Tz， 鸣 数 为 yy， 则 有 
T+y=36 
27 + 2y = 108 
当 我 们 由 第 一 式 得 x= 二 36 一 y， 而 代入 第 二 式 时 ， 却 得 出 一 个 矛盾 : 
2(36 — vy) + 2y = 108 
72 = 108 山 
所 以 问题 无 解 。 又 如 笼 中 有 龟 、 免 共 27 只 ， 而 脚 数 共有 108 只 ， 问 龟 
和 免 各 有 多 少 只 ? 设 龟 数 为 zx， 免 数 为 y， 则 有 


Z 十 /三 27 
47z 十 4%y = 108 
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当 我 们 由 第 一 式 得 x 一 27 一 y， 而 代入 第 二 式 时 ， 这 次 得 出 


4(27 —y) + 4y = 108 
108 = 108 


所 以 第 二 式 基 本 上 是 没有 加 上 额外 的 限制 ， 换 名 话说， 只 需要 满足 第 
一 式 就 是 方程 组 的 解 。 这 样 ， 我 们 便 会 有 很 多 解 : 如 x 二 0,y = 二 27 或 
7X 二 12,y 二 15 等 等 都 是 解 。 

经 过 上 述 的 讨论 ， 我 们 可 以 看 到 在 求解 二 个 二 元 一 次 方程 时 仍然 出 
现 三 种 情况 ， 即 有 唯一 解 、 无 解 或 有 无 穷 多 解 ; 而 且 究 竟 是 属于 那 种 
情况 又 和 方程 组 的 系数 有 著 某 种 关系 。 

Dy 
坐标 方程 时 遇 到 。 例 如 : 求 过 平面 上 给 点 (4,2), (3,5), (2, 一 2) 的 圆 的 
| 
(其 实 这 就 是 一 种 待定 系数 法 ) ， 则 由 所 设 可 写 出 下 列 方 程 : 


(4.1) 16+4+4D+2E+F=0 
(4.2) 9+25+3D+5E+F=0 
(4.3) 41+44+2D-2E+F=0 


现在 我 们 可 以 用 消 元 法 来 消去 其 中 一 元 。 例 如 ， 用 (4.2)- 式 减 去 (4.1)- 式 
及 用 (4.2)- 式 减 去 (4.3)- 式 和 后， 我 们 便 得 出 下 述 两 式 : 


(4.4) 到 三 万 于 3 
(4.5) 26+D+7E=0 


这 样 便 消 去 了 其 中 一 元 玉 ， 变 成 二 个 二 元 一 次 方程 的 情形 。 青 将 上 述 
两 式 相 加 (目的 是 消去 万 ) ， 便 得 出 : 


(4.6) 40+10E=0 
由 此 解 得 互 二 一 4°。 代 入 (4.5)- 式 得 26 十 DD 一 28 二 0， 即 妃 一 2。 最 后 ， 


把 思 = 一 4, D==2 代入 (4.3)- 式 得 8 十 4 十 8 十 五 二 0， 求 得 下 = 一 20。 因 
此 该 圆 的 坐标 方程 为 他 十 妨 十 27 一 4y 一 20==0。 
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若 所 给 定 的 ( 相 异 ) 三 点 并 列 在 某 一 直线 时 ， 则 由 几何 直观 知 问 题 
应 该 无 解 。 若 所 给 定 三 点 有 其 中 两 点 相 重 时 ， 则 易 见 会 有 无 穷 多 解 。 
现在 让 我 们 再 用 另 一 个 例子 来 研讨 三 个 三 元 一 次 方程 的 解 。 试 求 下 述 
三 个 平面 在 空间 内 的 交集 : 


(4.7) z+2y—z=1 
4.8) 37— y+2z= 4 
(4.9) TX—5Yy+4z=3 


用 (4.8)- 式 减 去 (4.7)- 式 的 3 倍 及 用 (4.8)- 式 减 去 (4.9)- 式 的 3 倍 后 ， 我 
们 便 得 出 下 述 两 式 : 


(4.10) -7y+6z=1 
(4.11) 14y — 10z = 一 5 


易 见 上 述 y, z 的 方程 组 无 解 。 若 把 原来 方程 组 的 第 三 式 (4.9) 的 常数 项 
改 为 2， 即 


(4.12) r+2y—z=1 
(4.13) 37—y+2z=4 
(4.14) TX— +4z=2 


则 相应 的 y, zz 方程 为 


(4.15) —7y+5z=1 
(4.16) 14y 一 10z = —2 


上 述 的 y, z 方程 组 会 有 无 穷 多 解 ， 因 此 原本 的 方程 组 也 会 有 无 穷 多 解 


: 例如 二 9,Yy 4 1 和 二 3,Yy 二 一 ,Zz 二 0 等 等 都 是 其 解 。 


所 以 ， 三 个 三 元 一 次 方程 组 也 是 有 唯一 解 、 无 解 和 有 无 穷 多 解 这 三 
种 情况 ， 而 且 究 竞 是 属于 那 一 种 情况 又 和 方程 组 的 系数 集 有 著 某 种 关 
系 。 再 者 ， 在 方程 组 有 唯一 解 的 情况 ， 该 唯一 解 与 方程 组 系数 集 之 间 
理 当 有 一 种 特殊 的 六 数 关联 加 以 表达 之 ; 至 于 这 种 特殊 的 函数 表达 式 
究竟 是 如 何 ， 乃 是 我 们 将 会 在 下 一 节 详 细 探 讨 者 也 。 
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实 给 系数 的 多 元 一 次 方程 组 的 求解 ， 


其 实 ， 当 一 个 多 元 一 次 方程 组 的 系数 万 是 实 给 者 ， 我 们 并 不 需要 什 
床 特 别 的 理论 ， 就 可 以 用 代入 消 元 法 求解 之 ， 其 原理 简单 明了 ， 即 : 


en 其 中 系数 非 零 之 一 个 变 元 ， 以 其 他 诸 元 的 线性 表 


达 式 表达 
(ii) 用 它 代入 其 他 各 式 即 可 得 方程 个 数 和 元 数 各 减 其 一 的 多 元 一 次 方 
程 组 。 


例如 2 设 第 一 条 方程 Q1121 十 Ql202 十 . .十 Qnrn2n 三 C1 满足 Q11 #0 2 
由 此 即 可 解 得 


Xl1 二 —(c1 一 Q12X2 一 .. .一 QinTn) 
Q11 


代入 第 计 式 (1 之 2) 之 所 得 就 是 : 
(aiz 一 = 十 .十 (Qin 一 i = (Gi— —C1) 
Q11 Q11 
亦 即 将 第 i 式 换 成 : 
(第 半 谍 = 上 (第 让 并 

Q11 
如 此 乏 步 代入 消 元 ， 就 可 能 会 有 下 列 两 种 晓 化 (degenerate) 情形 发 生 ， 
即 : 
其 一 : 某 一 式 变 成 两 侧 之 系数 都 为 0 ; 
其 二 : 茶 一 式 变 成 左 侧 系数 全 为 零 ， 但 是 右 侧 常数 项 则 不 为 0。 

前 者 出 现 的 实质 意义 是 : 该 式 乃 是 那些 选用 来 解 元 代入 的 方程 式 的 
线性 组 合 ， 所 以 可 以 略 去 不 计 ; 而 和 后 者 出 现 的 实质 意义 则 是 : 该 式 和 
那些 选用 来 解 元 代入 者 是 互相 矛盾 的 ， 因 此 所 给 方程 组 是 无 解 者 也 ! 
所 以 后 者 一 出 现 即 可 断言 所 给 方程 组 无 解 ， 自 然 就 不 必 再 做 徒劳 无 解 
的 虚 功 。 反 之 ， 设 后 者 一 直 不 出 现 ， 则 所 给 方程 组 有 和解 。 

为 了 便于 下 面 的 叙述 ， 我 们 不 妨 先 行将 方程 和 变 元 的 编号 作 一 调整 


2 使 得 Q11 0; 而 且 用 第 第 1- 式 解 得 Xl 代入 消 元 之 后 的 第 2- 式 的 Xo 的 
系数 也 不 为 零 ， 即 


Q21 
022 = (Q22 一 一 al2) 天 0 
Q11 
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再 者 ， 以 它 解 得 zs 代入 消 元 之 后 的 第 3- 式 的 za 的 系数 又 不 为 零 。 以 

此 类 推 ， 在 第 无 次 代入 消 元 后 所 得 之 Zh+l 的 系数 依然 不 为 零 。 如 此 和 还 

步 代 入 消 元 之 所 得 者 ， 乃 是 下 述 简单 的 方程 组 ， 它 和 原 给 者 具有 同 解 : 
Q1121 十 Ql1272 十 .十 Qln2n 三 C1 


/ / a 

圈 Q2222 十 ... 十 QonTn 三 Co 
Wh = 

Q33X3 十 ... 三 C3 


若 最 后 一 个 方程 是 ozn = 二 C3， 则 可 以 用 它 解 得 x = c/a*,,， 然 后 逐步 
反 代 而 求解 CVn-1l; Cn—2;,... ,v1 之 唯一 解 > 若 最 后 一 个 方程 是 : 


则 可 以 用 它 解 得 


Lm 一 (cm Qm mm 二 1YZrm+l 一 一 Qm nTn) 
a 
它 是 将 zo 表达 成 (zi ,zi) 的 线性 函数 的 一 个 表达 式 。 将 它 逐 步 


反 代 》 即 可 解 得 Tm-_1;)... ,TX1 也 表 成 (Tm+1; ) Tn) 的 线性 鸡 函数 的 各 别 
表 式 ， 亦 即 


v1 二 刀 (Tim 1， ;Ln) 
v2 二 2 (Tm 1， ;Wn 
= Ne es 


万 是 所 给 方程 组 之 通 解 ， 其 中 (zi ,ta) 可 以 取 任 何 之 值 ， 所 以 是 
有 无 穷 多 个 解 。 
总 结 上 述 简 短 的 讨论 ， 即 得 下 述 对 于 多 元 一 次 线性 方程 组 的 基本 认 


人 避 : 


1. 任何 实 给 系数 的 线性 方程 组 ， 都 可 以 用 代入 消 元 法 ， 和 逐步 消 元 然 
和 后 再 逐步 反 代 ， 直 截 了 当地 求解 。 


2. 线性 方程 组 之 解 有 三 种 情形 ， 即 唯一 解 、 无 穷 多 个 解 和 无 解 ， 而 
它们 都 会 在 代入 消 元 法 中 自然 地 确定 之 。 
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3. 代入 消 元 法 的 具体 运算 ， 其 实 就 是 有 系统 地 用 所 给 方程 组 作 适 当 
的 | 线性 组 合 」， 把 它 转换 成 十 分 简单 易 解 的 (*)- 型 式 。 其 计算 
可 以 用 系数 的 行 、 列 之 间 的 相应 计算 ( 亦 即 分 离 系数 法 ) 加 以 处 
理 | 这 也 就 是 所 谓 高 斯 消 元 法 (gaussian elimination)， 其 实 此 法 中 
国 在 宋 元 时 代 即 以 采用 ]。 
【习题 】 


(1) 在 一 个 三 角形 人 ABC 中 ， 昂 证 其 内 角 A, B,C 和 对 边 边 长 满足 下 
述 方程 组 
c=bcecosA+acosB 


0 一 QwcosC 二 ccos4 
Q 一 ccogs 妃 十 bcosC 


C C 
2 . | 
1 au 1 
. 2 ' A 口 
A C B A cc Bb 


[图 4-1 |] 
试 由 上 述 方 程 组 解 出 cos 4, cos B, cosC 。 
(2) 设 O 点 为 三 角形 人 ABC 的 内 心 ( 内 切 圆 圆心 ) ，2;, y,z 如 图 所 


示 为 O 在 三 边 的 重 足 到 八 ABC 顶点 的 距离 ， 试 以 qubc 表 达 7， 
Yy,2° 
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(3) 求解 下 述 线性 方程 组 ( 如 果 有 解 ) 


a yy 32 一 1 Z 十 2 十 3z 王 工 3y 二 5z 二 1 
57 SY i 27 十 3y/ 十 4z 一 2， 4y 二 6z= 二 4 
3 十 3y 十 #2 二 1 37 十 4 十 5z= 二 3 5y+7z=9 
(4) 在 平面 上 四 点 (6,44, (7,1), (2,6), (一 1, 一 3) 是 否 共 圆 (cocircular) ? 


若是 共 圆 的 情形 ， 求 该 圆 之 方程 。 


(5) 由 一 个 三 元 一 次 方程 式 的 所 有 解 点 为 坐标 之 点 构成 一 条 直线 。 试 
讨论 分 别 由 两 个 二 元 一 次 方程 式 
QT+bhy 二 cl 
QoX 十 by = co 


的 解 点 组 成 的 两 条 直线 的 交 截 的 各 种 可 能 性 。 


4.2 二 阶 和 三 阶 行列 式 


要 找 出 前 一 节 所 述 的 唯一 解 与 系数 集 之 间 的 函数 关联 ， 我 们 便 需 要 
用 抽象 的 方法 去 讨论 ， 即 假设 方程 组 的 系数 为 一 些 任 给 者 ， 并 探讨 在 
什么 情况 下 该 方程 组 会 有 唯一 解 ， 由 此 设法 找 出 加 于 这 些 普遍 系数 身 
上 的 限制 和 特性 。 由 于 在 方程 组 的 系数 中 含有 待定 者 ， 所 以 往常 的 代 
入 法 便 无 从 入 手 ， 因 不 知 何 时 某 系 数 会 赔 化 为 0， 那样 便 不 能 用 其 他 变 
元 来 表达 该 变 元 了 ; 同 理 在 消 元 法 中 我 们 也 要 避免 用 到 除法 ， 所 以 在 
上 一 节 所 提 到 的 [高 斯 消 元 法 」 者 也 不 能 在 这 里 直接 使 用 。 

开宗明义 ， 让 我 们 首先 明确 所 要 研讨 的 基本 问题 ， 即 : 
线性 方程 组 的 基本 问题 : 

[在 什么 条 件 之 下 ， 一 组 n 个 nn 元 线性 方程 具有 唯一 解 ? 再 
者 ， 在 满足 唯一 解 条 件 的 情形 ， 试 求 以 方程 组 系数 表达 其 唯 
一 解 组 之 公式 。] 

虽然 在 n= 二 1 时 的 解答 是 很 简单 ， 但 它 提供 了 我 们 一 个 起 点 ， 所 以 

我 们 先 把 这 时 的 结果 写 出 如 下 


(4.17) oz = 当 0 关 0 时 有 唯一 解 ， 其 解 之 公式 为 了 = 


基础 代数 学 


4.2， 二 阶 和 三 阶 行列 式 61 


接著 让 我 们 讨论 nh 二 2 的 情形 。 设 方程 组 为 
(4.18) QT + bY = ci 
(4.19) Qa2T 十 by = co 


若 要 求 出 x 的 解 ， 我 们 首先 要 设法 消去 yy。 这 可 以 用 下 述 方 法 做 到 : 
bs x (4.18) 一 0 x (4.19); 即 有 


(boa17 和 让 b201Y) 二 (bia27 bi10b2Y) ee boc1 3 pb1co2 


一 (aip2 = Q201)Z 一 Cl1pb2 Co01 


所 以 ， 如 果 (aibz 一 Qa201) 关 0， 则 的 解 是 唯一 的 。 若 (alb 一 a201) 二 0 
， 则 Qi: 二 a2:b。， 即 (4.18) 和 (4.19) 的 左 方 只 相差 一 个 常数 倍 ， 所 
以 是 属于 无 解 或 是 有 无 穷 解 的 情形 。 至 于 yy 又 怎样 呢 ? 我 们 可 用 同样 
方法 ， 先 消去 然后 再 看 看 yy 的 系数 ， 即 由 

a2 x (4.18) 一 al x (4.19) 可 得 : 


(azal17 + a201Yy) 一 (aiao7 + a1b2Yy) = a2c1 — a1C2 


一 (a201 三 aib2)Yy 一 Qo2C1 一 Q1C2 


由 此 可 见 ， 同样 的 条 件 (a1b2 一 a201) 0 也 可 以 保证 y 的 解 是 唯一 的 
亦 即 方程 组 有 唯一 解 的 充 要 条 件 就 是 (a10b2 a2b1) 0° 而 当 这 个 条 件 
成 立时 ，z 和 的 解 是 可 以 分 别 用 下 述 公 式 表达 之 : 

cib2 全 C201 Q1C2 一 Q2C1 


4.20 二 一 二 
( ) Q1b2 一 azb1 " Qa1b2 一 a20b1 


这 个 就 是 我 们 想 探求 者 在 n= 二 2 时 的 情形 。 我 们 发 现 方程 组 的 解 的 唯一 
性 是 取决 于 某 一 个 量 是 否 不 为 0， 亦 即 

aZ 十 0 三 cl vv i 
(4.21) 加 boy a 当 (a10b2 a201) 0 秆 有 准 解 
上 述 结果 和 n= 二 1 的 情形 (4.17) 很 类 似 。 此 点 是 否 偶然 ?还 是 能 够 有 其 
普遍 推广 呢 ? 此 事 当 然 有 待 继续 探讨 ， 逐 步 由 n 一 3,4,... 归纳 研究 才 
有 定论 。 为 了 方便 以 后 的 讨论 ， 我 们 在 此 先 引 入 二 阶 行列 式 的 记号 : 
al bi 


(4.22) oe 


= Qa1b2 一 Q201 
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上 述 代数 表达 式 称 之 谓 该 方程 组 系数 的 [二 阶 行 列 式 」(determinant of 
order 2)， 同 学 们 暂且 可 以 把 它 想 成 是 aibs 一 a201 的 另 一 种 写法 (我 们 
也 定义 相应 于 az = 二 0 的 [一 阶 行列 式 」 为 a 本身)。 当 这 个 二 阶 行列 
式 不 为 0 时 ，x, yy 就 会 有 唯一 解 ， 而 且 其 唯一 解 之 公式 就 可 以 用 上 述 
符号 如 下 表达 之 ， 亦 即 : 


cl bi Q1 Cl 

(4.23) ee c10b2 一 co01 C2 bo ee Q1C2 一 Q2C1 加 CQ2 C2 

Q102 a Qa201 Ql1 bi Q102 二 Qa201 Ql1 bi 
a b> a2 02 
接著 让 我 们 考虑 n= 二 3 的 情形 。 设 方程 组 为 

(4.24) QT 二 bY 二 cz 二 di 

(4.25) a2Z 十 by 十 coz 二 do 

(4.26) a3Z 十 03Y 十 C3zZ 二 ds 

若 co 关 0， 则 可 如 下 先 消去 z : 

co x (4.24) 一 cl x (4.25): 

(4.27) (a1c2 二 Q2C1)Z 十 (Dic 二 boc1)y 一 alco2 = ao2cl 

ca x (4.25) — c2 x (4.26): 

(4.28) (a2C3 Ee Q3C2)7Z 十 (b2c3 03c2)V 一 ao2c3 aa3co2 

再 如 下 消去 1 : 

(b2c3 3 03c2) XxX (4.27) es (Dic Ex bzc1) x (4.28): 

(4 29) { (aic2 了 Q2Cc1)(b2c3 03c2) (a2C3 a3c2) (bi1c2 一 boci) } 


一 {(dica EE dzc1) (bzcs es 03c2) = (qd2cs 至 dac2) (bi1c2 三: bzc1)} 


当 我 们 展开 上 式 中 了 的 系数 时 ， 发 现 所 得 的 8 项 之 中 只 有 2 项 是 不 含 
有 cs 者 ， 而 且 它 们 刚好 互相 拢 消 。 同 样 情 况 亦 出 现在 右 方 的 常数 项 ， 
所 以 我 们 可 以 提出 公 因 子 ca， 并 且 把 (4.29) 重 写 成 : 


cz(Q1b2c3 Q103C2 十 Q203c1 三 Q201C3 十 Q3b1C2 Q3pacl1)Z 


4. 
( 30) 一 C2 (dib2C3 = d103C2 十 do03c1 Ea ad201c3 十 dab1C2 = dab2c1) 
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人 
而 其 中 cs 是 乘 了 两 次 的 。 跟 著 我 们 可 把 不 等 于 0 的 cs 约 掉 ， 并 得 出 
有 唯一 解 的 充分 条 件 为 


(4.31) Q102C3 Q103C2 十 Q203C1 本 Q201C3 十 Q3b1C2 二 Q3b2c1 2 0 
上 述 (4.31)- 式 可 重 写 成 
(4.32) Ql1 (boc3 b3c2) = a2 (D1C3 二 03c1) 十 CQ3 (bic2 二 b2c1) 关 0 


同学 们 请 注意 上 式 那 些 (bocs 一 bac?) 其 实 是 y, z 某 部 分 系数 的 二 阶 行列 
式 。 例 如 (bocs 一 03c2) 是 把 ai 所 在 的 行 ( (4.24)- 式 ) 列 (z 的 系数 ) 
删 掉 而 计算 余下 系数 的 行列 式 。 因 此 ， 由 【和 后 见 之 明 」 可 以 看 到 了 一 
个 更 好 的 做 法 ， 即 我 们 只 需 直 接 考虑 : 


(boc3 = 03c2) XxX (4.24) = (bic3 3 ba3c1) 义 (4.25) 十 (bic2 = b2c1) XxX (4.26) 


则 y,z 就 可 以 一 跳 而 成 地 全 被 消去 ， 并 且 可 以 直接 得 出 


(a 02 C2 二 大 01 cl as b1 cl ) 
bs C3 bs C 02 C2 
(4.33) 
yy b2 C2 01 cl 01 Cl 
人 03 C bs b» C2 


(在 此 不 需 假设 co 夭 0。) 
上 述 有 效 的 消 元 法 让 我 们 坚信 (4.32) 是 比 (4.31) 更 能 突出 其 要 点 ， 而 用 
(4.32) 来 定义 「 三 阶 行列 式 」 要 比 用 (4.31) 来 得 顺 当 自然 ， 即 : 


Ql bi C1 
(4.34) CQ2 02 C2 | 一 CQ1 
CQ3 03 C3 


用 上 述 三 阶 行列 式 符号 来 重 写 (4.33)， 即 有 : 


b1 cl 
b> co 


b1 cl 
一 Q2 
bs cs 


b» ca 
bs cs 


Ql1 bi Gi di bi C1 
(4.35) CQ2 02 C2|: 工 二 ds b» C2 
03 bs C3 ds bs cs 
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而 相对 于 wy 和 zz 时 的 情形 ， 我 们 同样 可 得 


al b1 cl al dl cl 
(4.36) CQ2 02 C2 | 2 三 | 02 ao2 C2 | ， 
CQ3 03 C3 CQ3 ds C3 


(证 明 留 作 习 题 ) 


al br cl al b1 di 
CQ2 02 C2 | 2l 三 |Q2 02 ao2 
a3 03 C3 aa 03 ds 


上 述 (4.36)- 式 便 是 著名 的 Cramer’s rules 在 三 个 三 元 一 次 方 


程 的 情形 。 总 结 上 述 对 于 三 元 的 讨论 ， 即 有 : 
Q1 十 b1Y 十 C12 二 di Ql1 bi C1 

(4.37) Q22 十 bay 十 C2Z 一 ao 当 Q2 b» co 0 时 有 唯一 解 
0Q32 十 bay 十 C3Z 二 ds U3 bs C3 


而 且 这 个 唯一 解 可 以 用 (4.35) 和 (4.36) 表达 之 。 再 者 ， 


CQ1 bi C1 
若 jas 0b。 cz|=0， 则 (4.35)- 式 和 (4.36)- 式 就 是 
as b3 C3 
di b1 ci al d1 cl al bd 
(4.38) 0.7 一 ao2 02 C2 | ， 0.7/ 王 CQ2 ao2 C2 | ， 0.2 一 CQ2 02 ao2 
ds bs C3 CQ3 ds C3 CQ3 03 ds 
所 以 当 右 便 不 为 零 时 方程 组 (4.24) 一 (4.2 6) 显然 无 解 。 再 者 ， 当 右 侧 也 
为 零 时 ， 则 方程 组 (4.24) 一 (4.26) 这 三 个 之 中 ， 其 中 之 一 其 实 是 另外 二 
CQ1 bi C1 
个 的 推论 ， 所 以 不 是 无 解 就 是 有 无 穷 多 解 。 总 之 ， 在 Q2 b> cz|= 三 0 
as b3 C3 
时 ， 方 程 组 不 是 无 解 就 是 有 无 穷 多 解 。 
【习题 】 
(1) 试用 类 似 (4.33) 的 消 元 法 证 明 (4.36)- 式 。 
(2) 试验 证 下 述 等 式 : 
al b1 cl al cl bi al b1 cl cl b1 al 
a2 pb cj 三 一 |a2 Cc 02 | ， a2 pb cj 三 一 | cz 0 ao2 
as b3 C3 as C3 03 as b3 C3 C3 b3 a3 
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(3) 试 证 明 当 三 阶 行列 式 (4.34) 为 零 时 ， 方 程 组 (4.24) 一 (4.26) 左 方 其 
中 之 一 是 另外 二 个 的 线性 组 合 。 


(4) 试 用 行 列 式 写 出 在 于 面 上 三 点 (zx0, Yo) (x1, Y1), (x2, Yo) 为 共 线 
(collinear) 的 代数 条 件 式 。 由 此 再 写 出 过 (zw1,1) 和 (x2,Yo) 两 点 的 
直线 方程 。 


(5) 试用 行列 式 写 下 在 平面 上 三 条 直线 6: 47z+ByTC = 0,1=1,2,3 
共 交 于 一 点 (concurrent) 的 代数 条 件 式 。 


4.3 四 阶 行列 式 


在 讨论 三 元 线性 方程 组 时 所 发 现 的 三 阶 行列 式 和 『 有效 消 元 法 」 是 
否 能 够 一 般 地 推广 呢 ?让 我 们 再 进一步 去 考虑 四 元 线性 方程 组 和 四 阶 
行列 式 的 情形 。 在 一 般 的 中 学 课程 中 通常 是 不 讨论 四 阶 行列 式 的 ， 但 
是 行列 式 的 重要 性 质 要 在 这 个 阶段 才 明 显 地 展现 出 来 ， 其 实 应 该 要 再 
进一步 讨论 四 阶 的 情形 。 讨 论 四 阶 行列 式 的 繁 处 在 于 其 定义 公式 展开 
和 后 共有 24 项 ， 所 以 直接 使 用 展开 公式 来 讨论 是 颇 为 繁琐 的 。 因 此 我 们 
将 改 纺 更 张 ， 放 齐 直 接 使 用 公式 而 采用 归纳 法 探究 其 性 质 的 研讨 方法 
。 唯 有 这 样 ， 才 能 顺理成章 地 建立 起 n- 阶 行列 式 的 基础 理论 。 


总 之 ， 让 我 们 接著 考虑 四 个 四 元 线性 方程 : 


(4.39) alZ 十 0 十 cl2 十 Qiu = el 
(4.40) QoT 十 by 十 co 十 duw = eo 
(4.41) asTX 二 D3ay 二 C3Z 十 dsw 一 63 
(4.42) a4Z 十 by 十 c42 十 ad4uw = ea 


我 们 当然 可 以 直接 运用 消 元 法 来 先 消 去 w， 再 消去 z， 然 后 消去 yy ;这 
时 ，ZzZ 的 系数 便 是 所 求 的 量 。 但 是 在 n= 二 3 的 情形 我 们 已 发 现 了 一 个 更 
为 有 效 的 方法 可 以 一 路 而 成 地 消去 其 他 变 元 ， 所 以 不 妨 依 样 画 戎 芦 地 
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来 试 一 试 其 法 是 否 依然 可 行 ， 即 : 


bo C2 ds» b C1 di 
bs C3 ds XxX (4.39) 一 bs C3 ds XxX (4.40) 
ba C4 da ba C4 da 
(4.43) 
bi C1 di b C1 di 
十 b> C2 ds» XxX (4.41) 一 bo Co2 ds» Xx (4.42) 
ba C4 da bs C3 ds 


如 上 述 方法 是 可 行 的 ， 则 z 的 系数 便 是 我 们 所 求 的 『 四 阶 行列 式 」， 
亦 即 


al br cl di 


b> C2 a2 b1 C1 di 
a2 0 c do 

一 Q1: bs C3 ds — Q2: bs C3 ds 

0 J J 

(4.44) 04 ba C4 da 和 和 和 
bi C1 ai bi C1 di 
十 Q3- b> C2 a2 一 Q4 bo C2 ds» 
ba ca da bs cs ds 


上 述 依 样 试用 的 消 元 法 所 得 的 y,z 和 ww 的 系数 分 别 如 下 ， 所 以 此 法 是 
否 依然 可 以 一 路 而 成 地 消去 y,z 和 tw， 则 当然 就 取决 于 它们 是 否 都 自 
然而 然 地 恒 为 01! 亦 即 


(4.45) 

b> cz do b1 cl di b1 cr di b1 cl di 

bi bs C3 ds 一 02 bs C3 ds 十 03 02 C2 ds» —ba b> C2 a2 0 
ba C4 da b4 ca da ba4 ca da b3 cs ds 
b> cz do b1 cr di b1 cr di b1 cl di 

C1 bs C3 ds 一 C2 bs C3 ds 十 C3 b> C2 ds» 一 C4 b» C2 a2 三 0 
ba C4 da b4 ca da b4 ca da b3 cs ds 
b> cz do b1 cr di b1 cr di b1 cl di 

di bs C3 ds —d» bs C3 ds +ds b» C2 ds» 一 04 b> C2 ds» 和 0 
ba C4 da ba4 ca da ba4 ca da b3 cs ds 
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现在 让 我 们 尝试 验证 (4.45) 的 第 一 式 。 用 三 阶 行列 式 的 定义 ， 把 左 方 展 
开 成 : 

bi(bocada > bocads 填 bscad» bascod4 证: bacod3s > bacsd») 
bo(01c3d4 bicads A bscad1 = bacid4 六 bacids er bacsd1) 
下 ba(bic2da 一 bicad» < bocad1 boc1id4 下 bacids» 一 paczdi) 
= ba(bic2d3 a bicsd» 十 bocad1 a boc1ds 十 bac1d2 = b3c2d1) 


(4.46) 


耐心 地 展开 上 式 ， 便 会 发 觉 项 与 项 之 间 真 的 能 逐 对 正 负 相 消 而 恒 等 于 
0。 虽 然 我 们 可 以 同样 地 验证 (4.45) 的 其 余 两 式 ， 但 预见 过 程 也 是 同样 
太 烦 ， 再 者 到 了 讨论 五 、 六 阶 行列 式 时 这 种 做 法 是 愈 来 愈 繁 而 不 胜 其 
繁 者 也 。 因 此 我 们 需要 寻求 的 出 路 是 对 行列 式 的 性 质 作 深 一 层 了 解 ; 
亦 即 不 再 停留 于 其 展开 公式 ， 而 是 对 它 的 本 质 作 深 入 探讨 。 

像 (4.45) 这 类 公式 能 够 普遍 地 成 立 ， 我 们 相信 此 事 决 非 纯 属 偶 然 ， 
肯定 应 有 其 本 质 性 的 原因 ! 因此 我 们 应 当 去 把 其 中 隐藏 的 原因 发 气 出 来 
。 首 先 我 们 看 到 (4.45) 的 左 方 其 实 是 比较 特别 的 四 阶 行列 式 ， 用 定义 
式 (4.44) 我 们 可 以 将 它们 分 别 改 写成 下 述 模样 : 
bl pc di cl b1 cl di di b1 C1 di 
0 b2 cd C2 b2 C2 d2 do 0 cz do 
bs bs cs ds| |cs bs cs3 ds|’ |ds bs cs ds 


ba ba ca da ca ba ca da ds ba ca da 


可 见 它们 全 是 有 两 列 (columns) 完全 一 样 的 四 阶 行列 式 。 所 以 ， 若 我 们 
能 够 证 明 任 何 有 两 列 全 同 的 四 阶 行列 式 的 值 恒 为 0 (这 种 特性 称 之 为 
| 交错 性 」 (alternating property) ) ， 则 (4.45) 就 会 普遍 成 立 。 可 惜 这 个 
方法 涉及 寻找 四 阶 行列 式 的 确实 数值 ， 所 以 仍 受 著 繁 复 公 式 的 牵制 ; 
我 们 不 妨 避 重 就 经 ， 改 为 研讨 下 述 的 | 特性] 


| 把 一 个 行列 式 中 的 两 列 互 换 时 ， 它 的 新 旧 值 是 否 只 相差 一 个 负 号 ?3 J 


车 上 述 特性 〈 称 之 为 上 斜 对 称 性 」(skew-symmetric property) ) 能 够 普遍 
成 立 ， 则 只 需 把 两 个 全 同 之 列 互 换 ， 例 如 


(4.47) 


bi bi C1 di b1 b1 C1 di 
b> b> C2 ao ea b> b> C2 ao 
6 bs bs C3 ds 加 bs bs C3 ds 
ba ba C4 da ba ba C4 da 
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即 得 这 个 四 阶 行列 式 的 值 必 为 0。 同 理 ， 其 从 两 值 也 为 0， 于 是 (4.45)- 式 
普遍 成 立 ， 亦 即 上 有 效 消 元 法 」 是 可 行 的 。 现 在 让 我 们 著 手 验证 上 述 
斜 对 称 性 。 
[ 注 ] : 交错 性 与 斜 对 称 性 在 一 般 抽 象 环 、 域 的 行列 式 理论 中 是 有 少许 差 
别 的 ， 但 在 这 里 我 们 可 以 把 它们 当 作 同一 样 的 概念 。 

对 于 二 阶 行 列 式 ， 由 其 定义 式 (4.22) 即 知 : 


b1 ai 
02 a2 


al bi 


a Do 三 Q102 一 Q201 一 — (biaz 二 b2a1) 三 一 


所 以 斜 对 称 性 在 由 二 2 时 成 立 。 
对 于 三 阶 行列 式 ， 有 3 种 互 换 方 法 要 考虑 ， 如 互 换 第 一 列 和 第 二 列 : 
Q1 bi C1 


Q2 02 C2 
a3 03 C3 


一 Q102C3 和 Q103cC2 国 导 Q203C1 二 Q201C3 和 下 Q3b1C2 = Q302C1 


一 —(b1Q2C3 bia3C2 上 boa3c1 boa1C3 basa1c2 二 bs3a2c1) 


b1 al cl 
02 a2 C2 
bs as C3 


同 理 可 证 余下 的 两 种 互 换 方法 ， 即 互 换 第 一 列 和 第 三 列 ， 及 互 换 第 二 
列 和 第 三 列 。 斜 对 称 性 在 见 =3 时 亦 成 立 。 


对 于 四 阶 行列 式 ， 上 述 的 直接 验证 方法 便 很 费时 了 。 在 此 ， 我 们 将 
改 用 性 质 来 证 明 。 首 先 回 顾 四 阶 行列 式 的 定义 式 : 


al b1 cl di 
a2 pb C2 do 
03 b3 C3 ds 
0Q4 ba C4 da 


(4.44") = 一 a1D11 一 a2 D21 让 a3 D31 一 aaDa1 


在 这 里 我 们 引入 了 简约 符号 D;;， 它 代表 把 原来 的 四 阶 行列 式 内 的 第 1 
行 (i-th row) 和 第 了 列 (j-th column) 删 去 和 后， 所 得 的 三 阶 行列 式 。 例 如 
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D21 就 是 : 


bi C1 di 
bs C3 ds 
ba C4 da 


Da = 3 b3 C3 ds 国 


4 ba ca da 


由 上 述 重 写 的 定义 式 (4.44') 可 以 看 到 ， 若 在 原来 的 四 阶 行列 式 中 所 互 
换 的 两 列 并 不 涉及 第 一 列 ， 则 以 上 每 一 个 D;1 也 有 相应 的 换 列 发 生 ; 
由 已 知 的 n 二 3 的 情形 得 知 每 个 Dil 也 转 作 一 D;1， 因 此 原来 的 四 阶 行 
列 式 DD 也 转 为 --D。 人 和 余下 只 需 验 证 涉及 第 一 列 的 换 列 。 


稍 加 分 析 和 后 ， 我 们 只 需 集 中 讨论 第 一 列 和 第 二 列 的 互 换 。 例 如 ， 第 
一 列 和 第 三 列 的 互 换 可 用 下 述 一 串 换 列 来 得 出 : 


0， 起 始 : A 一 B 一 C 一 D 
1. 互 换 第 二 列 和 第 三 列 : A 一 C 一 B 一 D 
2.， 互 换 第 一 列 和 第 二 列 : C0C 一 A 一 B 一 D 
3， 互 换 第 二 列 和 第 三 列 : C 一 B 一 A 一 D 


由 于 第 1 步 和 第 3 步 都 引入 一 个 负 号 ， 所 以 其 作用 互相 抵消 ; 若 可 验 
证 第 2 步 也 同样 地 引入 一 个 负 号 ， 则 涉及 第 一 列 的 换 列 之 验证 便 可 完 
成 。 

在 行列 式 的 定义 式 (4.44) 中 ， 第 一 列 是 有 别 于 其 余 各 列 的 ， 因 为 用 
来 写 下 定义 式 的 系数 是 取 于 第 一 列 者 ， 而 其 他 列 的 系数 则 全 都 统 括 在 那 
些 低 一 阶 的 子 行列 式 内 。 所 以 ， 当 第 一 列 和 第 二 列 互 换 和 后 ， 又 看 起 来 定 
义 式 便 会 变 得 面目 全 非 、 难 以 处 理 。 因 此 ， 我 们 先 要 做 一 些 准 备 功夫 ， 
把 那些 三 阶 行列 式 再 进一步 分 解 下 去 ， 将 原来 四 阶 行列 式 的 第 二 列 系 
数 也 提出 来 ， 这 样 第 二 列 和 第 一 列 系数 便 可 以 处 于 同等 地 位 。 例 如 : 


b> Co ao 
Pe le | ds 一 03 C2 do | d 
: ca da ca da C3 ds 
ba C4 da 


= 602D12,12 — 03D13,12 + 04 D14,12 


其 中 Diala 代表 把 原来 的 四 阶 行列 式 内 的 第 1 行 和 第 4 行 、 以 及 第 一 
列 和 第 二 列 删 去 后 所 得 的 二 阶 子 行列 式 8 其 他 如 D12,12 和 D13,12 也 类 
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似 地 定义 之 。 当 我 们 把 在 (4.44) 中 的 四 个 三 阶 子 行列 式 全 都 如 前 述 分 
解 后 ， 便 得 出 : 


原来 的 四 阶 行列 式 ,DD 
二 Q1 (b2 D12,12 一 03D13,12 十 ba D1412) 一 a2 (b1D12,12 一 03D23,12 十 ba D24,12) 
十 Q3 (b1D13,12 一 b2D23,12 十 ba D3a12) 一 Q4 (b1D1412 一 b2D24,12 十 bs D3412) 
= (aib 一 Q201) Di2,12 + (a301 — Q103) D13,12 + (a104 一 Qab1) D14,12 
+(a2b3 — a302) D23,12 + (Qab2 — a204) D2412 + (a3b4 — aab3) D3412 
由 上 式 我 们 立即 可 看 到 若 把 万 的 第 一 列 和 第 二 列 互 换 ( 即 把 ww 和 矿 互 
换 ) ， 则 每 个 Di is 保持 不 变 ， 但 其 系数 却 都 引进 了 负 号 ， 所 以 整体 上 
万 便 转 为 -D。 斜 对 称 性 得 证 ， 所 以 有 效 消 元 法 」 在 n= 二 4 时 依然 可 
行 。 
跟著 我 们 再 用 「 有 效 消 元 法 」 来 从 (4.39) 一 (4.42) 一 次 地 消去 4, 2 


WwW: 
a2 C2 do al cl di 
Q3 C3 ds 义 (4.39) 一 |Q3 C3 ds 义 (4.40) 
(4.49) a4 C4 da a4 C4 da 
| al cl di al cl di 
十 |a2 C2 ao2 XxX (4.41) 一 Q2 C2 ds» XxX (4.42) 
a4 C4 da as C3 ds 


此 时 ，z 的 系数 就 是 : 


a2 C2 do al C1 di al C1 di al cl di 
Q1I |0C3 C3 ds | 一 CQ2 |C3 C3 ds | 十 Q3 |C2 C2 d2 | 一 Q4 | Q2 C2 d2 
a4 C4 da a4 C4 da a4 C4 da a3 C3 ds 


但 由 四 阶 行列 式 定 义 ， 上 述 表 达 式 其 实 是 : 


al al cl di 
a2 a2 cz do 
a3 Qa3 C3 ds 
a4 a4 C4 da 
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为 0， 
值 必 
针对 称 性 知 其 
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(3) 试用 行列 式 写 出 在 平面 上 四 点 (x0,W0), (zu 太 )) (X72,Y2), (za 加 ) 为 共 
(cocircular) 的 代数 条 件 式 。 


(4) 试用 行列 式 写 出 在 空间 中 四 点 (zo,%o,20)，(z1, Vi; 21)，(z2, yp 22)， 
(z3;VY3; 23) 为 共 面 (coplanar) 的 代数 条 件 式 。 由 此 再 写 出 过 (zx1, i, 1) 
(z2,y2,22) 和 (z3,Y3, 23) 三 点 的 平面 方程 。 


i 二 1,2,3,4 共 交 于 一 点 的 代数 条 件 式 。 
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行列 式 的 基本 性 质 与 应 用 范例 


在 前 一 章 中 我 们 采用 归纳 法 逐步 发 现 三 阶 及 四 阶 行列 式 的 归纳 定 
义 式 及 验证 其 斜 对 称 性 ， 至 此 ， 我 们 当然 也 可 以 顺理成章 ， 归 纳 地 由 
(n 一 1)- 阶 行列 式 类 似 地 定义 n- 阶 行列 式 ， 然 后 再 归纳 地 论证 如 此 归纳 
定义 所 得 者 也 具有 列 、 列 互 换 其 值 变 号 的 斜 对 称 性 。 


【历史 的 注 记 】 : 虽然 直接 给 出 n- 阶 行列 式 的 展开 式 来 作 定 义 也 是 可 
行 的 ， 但 是 这 样 便 需 要 对 排列 群 (permutation group) (或 称 作 对 称 群 ， 
symmetric group ) 有 一 定 的 认识 才 可 以 受 善 地 做 好 。 因 为 五 阶 行列 式 
展开 和 后 共有 120 项 ， 六 阶 行列 式 展开 和 后 共有 720 项 ， 而 一 般 地 n- 阶 行 
列 式 展开 和 后 共有 ml 项 ， 所 以 对 于 初学 者 或 是 对 排列 群 认 识 不 深 的 人 来 
说 ， 直 接 使 用 展开 式 来 作 讨 论 是 难以 胜任 自如 的 。 想 当年 Cramer 和 
Vandermonde 乃 是 非常 优秀 的 代数 学 家 ， 而 且 他 们 对 于 排列 群 双 有著 深 
刻 的 认识 ， 所 以 他 们 才 直 截 了 当地 处 理 那 个 巨大 的 展开 公式 ; 但 对 于 
一 般 人 来 说 ， 这 样 讨论 行列 式 肯 定 是 吃力 难 懂 的 。 本 章 所 采用 的 归纳 
法 ， 返 瑛 归真 地 来 讨论 行列 式 ， 既 顺理成章 地 表现 其 本 质 ， 又 简朴 、 
易 懂 、 好 用 。 


5.1 7 一 阶 行列 式 的 归纳 定义 
总 结 前 一 章 的 三 阶 和 四 阶 行列 式 的 讨论 ， 我 们 得 见 下 述 两 点 : 
) 


(i) 行列 式 可 以 用 第 一 列 的 n 个 系数 ( 即 qj,1<i<n)， 以 交错 的 
形式 分 别 乘 上 其 相应 的 低 一 阶 的 子 行列 式 ( 即 Di1,1<i<n) 后 
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， 以 其 总 和 来 加 以 归纳 地 定义 ; (这 正 是 [| 有效 消 元 法 」 的 具体 
化 ) 


(i 行列 式 具有 斜 对 称 性 ， 即 互 换 两 列 时 ， 其 值 变 


号 
所 以 ， 现 在 让 我 们 来 正式 地 定义 n 阶 行列 式 。 考 处 下 述 n 个 nn 元 一 次 
的 线性 方程 组 (n> 3) 


Q11T1 十 Ql272 十 ... 十 QInYn 二 bi 
6 1) Q2121 十 Q2272 十 ... 十 QonXn 二 b> 
QniT1 十 an222 + .+ QnnTn = On 


由 它 的 系数 集 所 得 的 n- 阶 行列 式 DD 则 定义 为 


Cl11 CI2 ”Qin 
U21 (U22 ”CQ2n 
= = nn 十 1 
D= | . 2 .| = anDii ~m aD2i+t .+ (1) aniDn 
Unl Un2 “** Unn 
nn 
本 ?十 1 
(5.2) = > (—1)"™ ga Di 
1 一 1 


其 中 每 一 个 Dii, 1 i <n, 都 是 低 一 阶 的 子 行列 式 ， 它 们 分 别 是 把 原来 
n- 阶 行列 式 内 的 第 i 行 和 第 1 列 删 去 ， 所 得 的 (n 一 1)- 阶 子 行 列 式 。 例 
如 ，Dz1 就 是 如 下 把 万 的 第 2 行 和 第 1 列 删 去 ， 在 式 子 最 右 方 所 示 的 
(nw 一 1)- 阶 行列 式 ， 即 : 


Q12 Q1m 

Q32 U3n 
(5.3) hi 

Un2 Qnn 


注意 上 述 是 『 归纳 地 」 定 义 n- 阶 行列 式 ， 亦 即 借助 业已 定义 的 
(n 一 1)- 阶 行列 式 来 定义 n- 阶 行列 式 。 其 实在 绪论 中 已 和 同学 们 提 及 ， 
一 个 完整 的 归纳 法 应 该 可 以 分 为 下 述 三 个 步骤 : 
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一 、 归纳 地 发 现 具有 某 种 有 用 特性 的 事物 (inductive discovery) ; 
二 、 归纳 地 定义 该 事物 (inductive definition) ; 


、 归纳 地 证 明 上 述 归 纳 定 义 者 的 确 具 有 所 应 有 之 特性 (inductive 
proof)° 


I 


而 其 中 的 [归纳 发 现 」 则 是 最 有 意思 也 是 最 为 重要 的 起 步 。 若 我 们 
再 看 一 看 上 一 章 对 于 四 阶 行列 式 的 讨论 ， 就 会 发 现行 列 式 所 需要 的 
| 归纳 定义 」 ， 以 及 其 所 需 的 | 归纳 证 明 」 其实 已 经 在 [归纳 发 现 j 
的 过 程 中 呼之欲出 地 展现 著 。 


现在 让 我 们 来 归纳 地 证 明 (5.2) 所 定义 的 n- 阶 行列 式 就 是 我 们 所 需 
求 者 ， 要 点 在 于 验证 其 针对 称 性 。 归纳 假设 所 有 不 高 于 (n 一 1)- 阶 的 行 
列 式 人 人 2 之 3) 业已 具有 斜 对 称 性 ， 我 们 把 n- 阶 行列 式 DD 的 换 列 分 成 下 
述 两 种 情形 来 考虑 : 


一 、 不 涉及 第 一 列 的 换 列 。 

从 定义 式 (5.2) 可 以 直接 看 到 ， 其 中 每 一 个 Dil 也 都 有 相应 的 换 列 
， 由 归纳 假设 知道 这 种 换 列 使 得 每 一 个 Di1 变 为 Dil， 而 ail 则 全 部 
不 变 ， 易 见 这 种 换 列 使 得 万 变 为 --D。 


二 、 第 一 列 和 第 有 列 的 互 换 。 

这 个 情况 和 在 讨论 四 阶 行列 式 的 斜 对 称 性 证 明 时 一 样 ， 我 们 只 需 集 
中 讨论 第 一 列 和 第 二 列 的 互 换 。 而 验证 的 方法 则 是 把 那些 Dil 分 别 再 
用 (n 一 1)- 阶 行列 式 的 归纳 定义 式 展开 成 一 些 (nn 一 2)- 阶 子 行列 式 ( 即 
Dj) 的 倍数 和 ， 然 后 研讨 最 后 所 得 的 展开 式 中 每 一 个 Dij12 的 系数 在 
上 述 换 列 后 的 变化 。Dijiz 的 定义 是 把 万 的 第 1i 行 和 第 了 行 、 以 及 第 1 
列 和 第 2 列 删 去 ， 所 得 的 ( 一 2)- 阶 子 行列 式 。 易 见 可 以 有 下 述 两 种 途 
径 得 出 含有 Dijiz 者 : 

QD) 从 Dil 中 删 掉 相对 于 万 的 第 了 行 和 第 2 列 : 

(ii 从 Dj1 中 删 掉 相 对 于 万 的 第 ? 行 和 第 2 列 。 


可 参考 下 述 图 示 : 
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ts 或 :被 册 排 
eg ， ， e: 7 一 Di,1 一 Dij,12 
2 (在 此 也 的 j 了 行 乃 是 Di 的 (j 一 1) 行 ) 


o: D = Dj;1 Di,,12 
(在 此 了 的 i 行 还 是 Dj1 的 i 行 ) 


列 1 列 2 
[ 图 5-1 ] 

我 们 不 妨 假设 i<j。 在 方法 (i) 中 得 Be 

展开 ) 为 (一 1)itiaai (一 1)?ajz ; 而 在 方法 (ii) 中 得 出 的 Dij12， 其 系数 为 

(一 1)7T1igyi: (一 1) 守 Taiz。 于 是 在 万 的 展开 中 ，Dijlia 是 以 下 述 形式 出 现 : 


(5.4) 万 一 ... 十 (—1)*1+! (aiiay2 二 Qj10i2) .Di712 1 


由 此 可 见 ， 当 万 的 第 一 列 和 第 二 列 互 换 和 后 ( 即 Qil 所 > Q12) ajl © 0j2 ) 2 
其 展开 中 Diiis 的 系数 的 改变 为 : 


(5.5) QilQj2 一 0110i2 一 > Qi2Qj1 一 Qj2Qil = 一 (aiilay2 = Qj1Qi2) 


总 括 来 说 ， 当 万 的 第 一 列 和 第 二 列 互 换 和 后， 在 它 的 上 述 表 成 (n 一 2)- 阶 
子 行列 式 Dij12 的 展开 中 ， 每 个 Dij1z 保持 不 变 ， 但 其 系数 则 变 号 ， 所 
以 整体 上 对 万 的 影响 万 是 万 一 -D。 斜 对 称 性 得 证 。 


为 了 便于 讨论 n- 阶 行列 式 的 其 他 性 质 ， 在 此 引入 列 向 量 记号 。 令 


Q11 Q12 Q1n b1 

Q21 Q22 Qon 02 
(5.6) al 二 ) a2 二 。 ) ) an 二 ) Pb 三 

Unl Un2 Qnn bn, 


而 列 向 量 的 加 和 倍 积 运 算是 直接 用 其 分 量 加 以 定义 的 ， 即 


Q11 十 Q12 Aa11 

Q21 十 Q22 入 Q21 
(5.7) al 十 ao2 二 。 入 al 二 5 

Qn1 款 Qn2 入 Qnl 
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在 这 种 符号 体系 下 ， 我 们 把 万 重新 写成 : 


Ql Cl2 ”Cln 
Q21 022 02n 

(5.8) D=| . . . .|= det(a, ao an) 
Unl Un2 '** Qnn 


于 是 ， 当 我 们 用 下 述 | 有效 消 元 法 」 尝 试 从 (5.1) 中 消去 Za. ,Zn 时: 
(5.9) Dii x (5.1.1) — Dz x (5.1.2) + .+ (—1)*t D1 x (5.1.n) 
则 得 出 (5.9) 的 左 方 为 : 


(a D1 一 Q21D21 十 ... 十 (—1)"t a Dn )T1 
+ (a12D11 Qa22 D2,1 人 (—1)”! anz Dn,1 ) 22 二 
+ (am D1 一 a2n D2,1 A (—1)"t ann Dr ) Tn 


= det(ai1, a2,... ,an)z1 det(a2, a2;... ,an)T2 + ...+ det(an, a2,... ,an)Tn 
= det(ai, a2;... ,an)Zl1 十 0zz 十 .十 0zn (用 det 的 斜 对 称 性 ) 
= det(al, az,... ,an)2z1 


而 (5.9) 的 右 方 则 为 : 

biDi1 — b2D2i1 +. (—1)"°t 0, D1 = det(b, az. ,an) 
所 以 ， 我 们 得 出 在 一 般 情 况 下 相对 于 wi 的 Cramer’s rule : 
(5.10) det(ai, az,... ,an)z1 = det(b, az,...,an) 


而 人 条 下 的 Cramer’s rules 亦 可 以 类 似 地 导出 。 至 此 ， 我 们 可 以 作 下 述 结 
论 : 


allZ1 十 .. .十 anzn = 01 

ao2171 十 .. .十 aonzZn 一 、 
(5.11) ?7 当 D#0 时 有 唯一 解 。 

anl21 十 .. .十 annZn = On 
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而 当 妃 二 det(ai, a2)...,an) 关 0 时 ， 其 唯一 解 是 可 以 用 下 述 Cramer's 
rules 表示 之 ， 即 


1 
(5.12) Ti= 5 det(... ,b,...), 1<i<n 
其 中 (...,b,...) 表示 把 (al, a2)... ,an) 的 第 i 列 换 成 b。 


在 此 我 们 还 得 到 一 个 常用 、 好 用 的 推论 ， 即 


【推论 】: n 个 nn 元 齐 线性 方程 组 


QlX1 十... 十 QInXn 二 0 
(5.13) Q21X1 十 A 十 QonTn 0 
Qn1X1 十 Rk 0 0 
具有 非 零 解 的 条 件 是 
dll CI2 °° Qn 
(5.14) We ee 
Unl Un2 °° Qnn 


至 于 当 det(ai, a2,...,an) 二 0 时 (5.1) 不 是 无 解 就 是 有 无 穷 多 解 的 证 
明和 以 往 完全 一 样 ， 在 此 留 作 习 题 。 我 们 在 前 一 章 第 二 节 开 始 时 所 研 
讨 的 基本 问题 ， 至 此 业已 完全 解决 。 


5.2 ” 余 对 称 多 线性 函数 与 行列 式 的 界定 定理 


一 般 来 说 ， 当 我 们 对 于 茶 一 问题 或 某 一 事物 由 表 及 里 作 深 入 探讨 时 
， 要 点 在 于 精益 求 精 地 掌握 其 本 质 和 精 要 所 在 ， 所 以 在 进一步 研讨 行 
列 式 时 ， 我 们 的 中 心 课题 就 是 要 对 于 行列 式 的 各 种 各 样 性 质 作 系统 的 
整理 。 行 列 式 的 两 个 基本 性 质 在 于 其 斜 对 称 性 和 多 线性 。 


由 行列 式 的 定义 式 (5.2) 易 见 它 对 于 第 一 列 是 线性 (linear) 的 ， 即 : 


det(Aal 十 Mail， ao2;,... ,an 
(5.15) Ca ) 
= AMdet(ai, a2,... ,an) + Hdet(al, a2,... ,an) 


基础 代数 学 


5.2， 斜 对 称 多 线性 函数 与 行列 式 的 界定 定理 79 


运用 其 斜 对 称 性 ， 就 可 以 把 线性 条 件 推广 至 其 他 各 列 ， 例 如 第 二 列 : 


det(a1, Maz 十 Had, a3,... ,an) 
= — det(Maz 十 /as al a3;,... ,an) 
= —Adet(a2, al,... ,an) — Wdet(as, al,...,an) 
= Mdet(ai, a2,.… ,an) + Hdet(al, as,... ,an) 

上 述 对 于 每 列 都 是 线性 的 特性 称 之 为 [多 线性 」(multilinear)， 一 般 有 
下 述 定 义 : 

【定义 】 : 设 f(xi,X2;... ,Xn) 为 一 个 以 向 量 为 变 元 的 多 元 函数 。 若 对 
于 每 一 个 7 了 (1 之 7 之 n)， 当 x1)... ,Xj_1)Xjtl)... ,Xn 全 部 固定 不 动 时 ， 
f 恒 为 xj 的 线性 函数 ， 则 称 f 为 多 线性 函数 
所 以 行列 式 就 是 其 n 个 列 向 量 的 作对 称 多 线性 函数 。 我 们 再 引入 下 述 
符号 : 

【定义 】: 令 下 述 n 个 nn- 维 列 向 量 为 标准 基底 列 向 量 : 


1 0 0 0 
0 1 : 0 

: el 一 es2 二 EE = 了 处 en = 
(5.16) 0 | ， 0 | ，.… ，ey 1 和 i 处 ，.… ， 0 
0 0 0 1 


[ 注 ] : 在 不 同 大 小 的 n 之 下 ， 我 们 仍 沿用 el ,eo,… ,en 等 同一 符号 ， 
只 要 不 会 产生 混乱 便 可 。 

现在 我 们 证 明 下 述 定理 ， 它 说 明了 和 斜 对 称 性 和 多 线性 两 者 基本 上 已 
经 界定 了 行列 式 的 基本 性 质 : 
【行列 式 界 定 定理 】: 设 f(ai,az,... ,an) 为 一 个 含有 nn 个 n- 维 向 量变 
元 的 函数 ， 并 满足 斜 对 称 性 及 多 线性 ， 则 


(5.17) f(ai,a2,... ,an) = f(ei,e2,... ,en): det(ai, a2,... ,an) 
证 明 : 令 
Flai,a2;,... ,an) = f(ai,a2,... ,an) — fl(el,e2,... ,en): det(ai,a2,...,an) 
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易 见 忆 (al,ao,... ,an) 也 满足 斜 对 称 性 及 多 线性 ， 而 且 FP(el,e2,... ,en) = 
0。 我 们 要 用 上 述 三 点 推论 Flalao,... ,an) 三 0， 其 证 明 如 下 : 


我 们 可 以 用 标准 基底 列 向 量 ， 把 每 个 aj 写成 它们 的 线性 组 合 ， 即 : 
al 三 Qllel 十 Qole2 十 .. .十 Qnrlen 一 法 本 Qil1e@il 


n 
a2 二 Ql2el 十 Qooze2 十 .. .十 Qn2en 一 | (i228i, 


(5.18) 


也 
am = Qinel 十 ao2ne2 十 .…… :十 annen 二 > _1Qinnein 


运用 已 的 多 线性 ， 乏 步 把 正如 下 的 展开 : 


也 也 也 
F(a, Ad2,... ,an ) = FP( (i118i1) (i228i,, " Qinnein ) 
和 二 1 22 一 1 in=1 
nn nn nn 
和 》 aiiF (ei,, 》 Qi22ei>， “0 》 ainnein 】 
21=1] 12 二 1 2 
nn 也 也 
和 》 Qiil 》 Qio2F (ei ) e@i>， 人 ) Qinnein ) 
21=1] 22 一 1 ZS 


n n n 
一 > Qiil > Qi22 ... > aint (eii, Eis,... ,©i,) 


21=1 22 一 1 jn 


在 上 述 看 来 具有 n" 项 的 展开 式 之 中 其 实 每 一 项 都 是 0， 所 以 其 总 和 还 
是 0。 其 理由 如 下 : 一 方面 当 足 标 (i1,i2,... ,in) 之 中 有 任何 两 个 相同 时 
， 则 由 五 的 斜 对 称 性 可 知 其 值 必 为 0。 另 一 方面 在 n 个 足 标 都 相 凡 时 
， 再 由 其 斜 对 称 性 可 得 P(ei,eis,... ,ei,) = 二 圭 F(ei,e2,...,e@n)= 二 0° 


行列 式 的 定义 公式 是 取 第 一 列 的 系数 来 展开 ， 这 是 因为 我 们 前 述 的 
有 效 消 元 法 目的 是 消去 第 二 至 第 n 变 元 ; 若 要 保留 第 二 变 元 而 消去 其 
他 变 元 ， 我 们 用 的 消 元 法 就 应 该 是 以 第 二 列 系数 来 展开 行列 式 (参考 第 
四 章 第 70 页 ) 。 一 般 来 说 ， 我 们 可 借助 针对 称 性 ， 先 把 第 一 列 和 第 } 
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列 交换 后 再 展开 ， 由 此 导出 从 第 ) 列 展开 行列 式 的 公式 。 例 如 j 一 2: 


Ql Cl2 ”Cln Q12 QU11 *** Qin 
Q21 (22 °° U2on Q22 U21 “°° QU2on 
Qnl Un2 *'** Qnn Un2 Cnl '** Unn 
也 十 2 
= 一 021Da21 + a22D22 一 十 (一 1]) “an2Dn,2 
及 一 般 
列 了 
J 
Q11 LN 本人 CQ17 oe Qn CQ17 oe Q11 oe Qn 
CQ21 oe CQ27 oe Qon CQ27 oo. Q21 oe Qon 
Qnl Qnj Qnn Qnj Qnl Qnn 
(22 i 021 °° U2n Qo 0 QP pm 
U32 °° U31 ''* U3n U32 ”4031 ''' U3n 
三 2 | 22 ye | 
Un2 2 Qnl ”QQnn Qn2 i Qnl ”Cnn 
列 j 一 1 列 j 一 1 
Q12 Q11 Qi1n 
(22 Q21 CQ27m 
; 
十 (一 1 Qn 
Qn-12 0 nll * Qn-lin 
列 j 一 1 


= (—1) YawyDy; + (—1)°t 02 D2 + .+ (—1)" any Dn 


由 于 万 的 第 一 列 系数 是 在 那些 (n 一 1)- 阶 子 行列 式 的 第 (j 一 1) 列 中 ， 
所 以 可 利用 () 一 2) 次 换 列 把 它们 全 都 移 回 各 自 子 行列 式 的 第 一 列 ， 因 
而 得 出 上 述 的 等 式 。 总 括 来 说 ， 把 行列 式 对 第 j 列 展开 有 下 述 公式 : 


(5.19) DD=(-1) toyDy; + (—1)t7 a2;D2; + .+ (—1)" tan Dn 
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5.3 行列 式 的 常用 基本 性 质 


本 质 上 ，/”? 盖 阶 行列 式 万 是 一 个 非常 特 出 的 多 项 式 函 数 。 它 含有 7 个 
变 元 ， 其 展开 公式 共计 有 nl 项 ， 每 项 的 次 数 是 n， 亦 即 它 是 一 个 齐 n 
次 12- 元 多 项 式 函 数 。 一 般 的 这 种 多 项 式 函 数 个 数 多 过 恒 河 沙 数 ， 绝 大 
部 分 都 是 无 用 者 ， 唯 独行 列 式 这 个 齐 n 次 722- 元 多 项 式 在 整个 数学 的 基 
础 理论 中 扮演 重要 的 角色 。 究 其 原因 ， 乃 是 它 所 具有 的 种 种 简洁 美好 
的 性 质 。 在 所 有 nn2- 元 的 多 项 式 之 中 ， 行 列 式 可 以 说 是 丽质 天 成 ， 独 一 
无 二 的 精 要 所 在 。 总 之 ， 行 列 式 之 所 以 重要 、 有 用 乃 是 它 所 独 具 的 优 
良性 质 ， 所 以 学 习 行 列 式 的 要 点 当然 也 就 是 要 抓 好 行列 式 的 基本 性 质 
及 其 用 法 。 


在 基础 数学 中 ， 行 列 式 有 两 个 自然 的 源 起 。 其 一 就 是 我 们 在 前 面 所 
研讨 的 n- 阶 线性 方程 组 的 基础 理论 ， 其 二 则 是 我 们 即将 在 后 面 研讨 的 
n- 维 平行 体 ( 2- 维 的 平行 四 边 形 和 3- 维 的 平行 六 面体 的 自然 推广 ) 的 
高 维 有 向 体积 (high dimensional oriented volume)。 而 上 述 两 者 的 结合 又 
是 多 变数 微 积分 基础 理论 之 所 基 。 由 此 可 见 ， 行 列 式 不 但 具有 简洁 好 
用 的 基本 性 质 ， 而 且 也 自然 地 是 代数 、 几 何 、 分 析 这 数学 三 大 支柱 的 
基石 所 在 。 由 此 可 见 行列 式 广泛 而 且 基 本 的 用 场 的 梗概 。 

从 上 面 行列 式 的 两 个 自然 出 处 ， 勇 见 它 的 mn? 个 变 元 是 自然 而 然 地 具 
有 行 、 列 的 编排 的 ( 这 也 就 是 行列 式 这 个 名 称 的 来 由 ) 。 因 此 ， 在 行 
列 式 基本 性 质 的 研讨 中 ， 自 然 应 该 把 每 一 列 (或 每 一 行 ) 的 n 个 变 元 
看 成 一 个 整体 。 我 们 将 用 xj, 1 < 7 了 <n, 表示 j 列 向 量 ; 志 ,1 <i<n, 
表示 和- 行 向 量 ， 亦 即 


在 前 面 的 讨论 中 ， 我 们 把 行列 式 看 成 其 n 个 列 向 量 的 函数 ， 即 
det(X1, X2,... ,Xn) 。 由 行列 式 的 界定 定理 可 见 ， 下 述 三 点 业已 构成 行列 
式 的 一 组 特征 性 质 : 


(i) 斜 对 称 性 ， det(... x; .XI ...)=—det(... xXx; oe Ks ...) 
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(ii) 多 线性 : det(Axi 十 yi1, X2,... ,Xn) 
= 入 det(X1; X2,... ,Xn) + Hdet(y1, X2,... ,Xn) 
以 及 对 于 其 他 各 列 同 此 。 


(iii) det(ei1,e2,... ,en)=1 


我 们 当然 也 可 以 把 行列 式 看 做 它 的 nn 个 行 向 量 { 玉 1,Xo,... , 开 ,} 的 多 
项 式 函 数 ， 且 以 符号 f(Ki,X2,... , 开 ,) 记号 之 。 我 们 很 自然 要 问 它 是 
否 也 同样 地 具有 上 述 三 点 基本 性 质 ? 假 如 具有 ， 则 f(Xi,2,... , 式 ,) 二 
det (1, 2, ... ,En) 。 换言之 ， 亦 即行 列 式 是 否 具 有 在 Zij 舍 Xji 互 换 之 下 
保持 不 变 的 行 、 列 对 称 性 ?不 难看 到 ， 在 n 二 1,2,3 的 情形 是 具有 这 种 
行 、 列 互 换 ， 保 持 不 变 的 对 称 性 的 。 由 此 ， 我 们 当然 又 会 想到 用 归纳 
法 去 研讨 它 是 否 普遍 成 立 ? 由 前 面 的 经 验 可 见 ， 我 们 只 要 能 够 验证 行 
列 式 也 可 以 对 于 其 第 一 行 有 下 述 展 开 公 式 ， 即 


(5.20) D= |i DS (三 1 i Di 


假若 上 式 得 证 ， 则 可 用 完全 同样 的 论证 ， 归 纳 地 证 明 f (Xi1, 叉 2,... ,对 ) 的 
斜 对 称 性 和 多 线性 ， 而 (61,52,... ,5n) 二 1 是 显然 的 。 效 验证 (5.20)- 式 
如 下 : 


(5.20)- 式 之 证 明 : 设 |aij| 和 关 0， 由 行列 式 的 斜 对 称 性 和 其 归纳 定义 
式 (5.2) 可 见 


(5.21) det(a1;... ,aj_1;,e1) ai ;an) = (—1)T1D1,) 


再 者 ， 由 方程 组 (5.1) 在 b=el 时 唯一 解 的 公式 ， 即 有 


1 1 ; 
(5.22) Xj 二 万 det(… ,el;...) 一 DBD Di 
将 它 代 入 (5.1) 的 第 一 式 ， 即 有 
(5.23) >》 ayzj 三 5 2 oyDy = 
7=1 yl 
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亦 即 
(5.24) >_(-1)TlayD1j;=D 

j=1 


对 于 任 给 |aij| 关 0 的 取 值 恒 成 立 。 因 此 (5.20) 乃 是 02- 变 元 的 恒等式 。 
在 这 里 ， 我 们 用 到 一 个 多 项 式 代数 中 简单 有 用 的 事实 ， 即 一 个 m 元 多 
项 式 P(z1,... ,Xm) ， 若 它 在 每 个 变 元 辟 可 相互 无 关 地 选用 无 穷 多 个 取 
值 使 得 P(z1,... ,Xm) 二 0， 则 忆 恒 等 于 0。 此 事 乃 是 一 个 非 零 单 元 多 项 
式 至 多 只 有 有 限 个 根 的 直接 推论 。 


【推论 】 : 行列 式 对 于 行 向 量 也 有 同样 的 斜 对 称 性 和 多 线性 。 再 者 ， 
它 也 有 下 述 对 于 第 i 行 的 展开 式 


也 


(5.25) 万 关 | 可 二 (C1) oD 


j=1 


5.4 矩阵 的 乘法 公式 和 行列 式 的 乘法 公式 


在 研讨 矩阵 运算 (matrix operations) 之 前 ， 我 们 先 要 提纲 各 领地 谈 一 
谈 什 么 是 抽象 化 ? 它 的 基本 想法 和 做 法 为 何 ? 大 体 上 来 说 ， 人 类 理性 认 
知 大 自然 的 逐步 过 程 不 外 乎 实事 求 是 地 认识 问题 和 解决 问题 ， 从 此 精益 
求 精 地 寻求 大 自然 至 精 至 简 的 结构 与 规律 ， 然 后 再 用 其 所 得 的 精简 来 以 
简 御 繁 。 可 以 说 这 也 就 是 整个 理性 文明 的 一 个 简朴 的 概括 。 而 在 世代 相 
承 理 性 认 知 自然 的 途径 中 ， 抽 象 化 和 数理 分 析 一 直 是 行 之 有 效 的 两 种 基 
本 的 方法 论 。 当 我 们 研讨 某 些 基 本 问题 时 ， 确 切 认 识 该 问题 的 本 质 和 精 
要 所 在 ， 当 然 是 能 否 有 效 解 决 该 问题 的 关键 所 在 。 其 实 ， 不 但 要 由 表 及 
里 ， 抓 好 问题 的 本 质 和 精 要 所 在 〈 亦 即 择 其 精 要 ) ， 而 且 还 要 把 它们 
妥 加 组 织 (例如 各 种 各 样 数理 模型 (mathematical models) ) ; 这 种 把 抽 
提 所 得 的 精 要 妥 加 组 织 之 所 得 也 就 是 原 给 问题 的 抽象 化 (abstraction)。 
对 于 各 种 各 样 定 量 型 的 问题 ， 其 抽象 化 就 往往 是 一 种 数理 模型 。 所 以 
抽象 化 往往 和 数理 分 析 结 合 使 用 ， 而 抽象 化 则 是 能 够 有 效 运 用 数理 分 
析 对 于 各 种 各 样 问题 进行 系统 、 有 效 的 深入 研讨 的 基础 所 在 。 显 然 ， 
举例 说 明 乃 是 解说 抽象 化 这 种 方法 论 (methodology) 的 不 二 法 门 。 本 节 
所 要 讨论 的 矩阵 运算 也 就 是 一 个 【抽象 化 」 的 实例 。 
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在 单元 函数 中 ， 齐 一 次 函数 f(7) = cz 万 是 最 为 简单 基本 的 一 种 类 
型 。 数 系 的 分 } 配 律 在 这 种 函数 的 表现 就 是 : 


「 所 有 章 一 次 (单元 ) 函数 f(z) 尼 满 足下 述 两 点 ， 即 : 


(5.26) GD flat+0) = fa) + (50), (ii) f(k:a)= f(a) 

反之 ， 任 何 一 个 具有 上 述 两 个 性 质 的 元 数 也 一 定 是 齐 一 次 的 。 
tt th oot 8 数 的 特 微 性质。 在 n- 元 的 情 开 
;一 个 齐 一 次 函数 可 以 写成 


(5.27) f(T1, TX2,... ,Tn) = CT1 + Co ... CnTn 


它 的 变 域 万 是 所 有 n- 数 串 (n-tuples) 所 组 成 的 集合 ， 而 它 本 身 又 被 上 述 
n 个 系数 所 组 成 的 n- 数 串 (c1,c2,... ,Cn) 所 唯一 确定 。 为 了 配合 线性 方 
程 组 的 系统 研讨 ， 我 们 把 一 个 横向 排列 的 n- 数 串 想 成 是 一 个 行 向 量 ， 
用 一 个 简写 符号 


T= (c1,cC2,... ,Cn) 
表达 之 ; 而 把 一 个 纵向 排列 的 m- 数 串 想 成 是 一 个 列 向 量 ， 用 一 个 简写 
符号 
Q1 V1 
Q2 V2 
引 一 ) X 二 和 
Qn, Tn 


表达 之 。 而 且 用 XX 表示 以 所 有 纵向 n- 数 串 的 集合 为 其 变 域 的 向 量变 元 
(vector variable)。 在 此 不 难看 到 ， 假 如 我 们 在 纵向 n- 最 囊 ( 亦 即 n- 维 
列 向 量 ) 之 间 引 进 下 述 『[ 加 法 」 和 |『[ 倍 积 ]， 即 : 


Ql bi Qi 十 bl Ql kai 
(5.28) 本 
Qn bn an 十 bn On, kan, 


则 前 述 单元 齐 一 次 函数 的 特征 性 质 就 可 以 得 到 同样 形式 的 推广 。 亦 即 
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【 引 理 】: f(x) 是 一 个 齐 一 次 函数 的 充 要 条 件 是 它 满足 下 述 两 点 ， 即 
(5.26 ) (i) flatb)= f(a) + f(b), (ii) f(ka) = kf(a) 


n 


[证 明 ] : 必要 性 : 设 f(x) = 》 citi。 则 
2 一 | 
jla+b) = >,ci(a Ti) 一 >》 ca 十》 ci 
2 一 1 2 一 1 2 一 1 
= f(a) + f(b) 
f(ka) = Yci(kai) =k > c= kf(a) 
2 一 1 2 一 1 


充分 性 : 设 f(x) 满足 (i), (i) 则 


f(x) = :DD ziei) = > f(xiei) 


三 >》 zif (ei) 二 Sw ci=f(ei), 1<i<n 
2 一 1 2 一 | 
[ 注 | : (一 ) 上 述 简短 的 论证 之 中 ， 主 要 是 数 系 分 配 律 的 运用 。 
(二 ) 在 数学 中 ， 我 们 把 上 述 (5.26/)- 式 中 的 两 点 作为 了 线性 函数 
的 定义 条 件 式 。 再 者 ， 一 个 含有 多 个 向 量 元 的 函数 若 对 于 其 中 每 一 个 
向 量 元 洛 各 别 满足 上 述 两 个 条 件 式 ， 则 称 之 为 [多 线性 函数 ]。 例 如 
det(xi,... ,Xn) 就 是 一 个 多 线性 总数 。 
(三 ) 上 述 简朴 自然 的 [ 爱 加 组 织 」( 即 定义 1- 数 串 之 间 的 加 法 和 
倍 积 ) 使 得 分 配 律 在 线性 函数 上 的 表现 更 加 简明 、 易 用 ， 帮 是 一 种 自 
然而 然 的 抽象 化 。 


5.4.1 矩阵 运算 


其 实 ， 我 们 还 可 以 进一步 定义 一 对 横向 全 数 串 和 纵向 nn- 数 串 之 间 
的 乘法 ， 即 


(5.29) Ta= >》 ca 
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则 一 个 nw 元 齐 一 次 函数 ( 亦 即 线性 函数 ) 就 可 以 表达 成 
f(x)=€:x 
这 种 十 分 精简 的 形式 。 而 它 的 特征 性 质 ( 亦 即 (5.26)- 式 ) 又 变 成 : 
5.(a+b)=5.a+5c.b cc.(ka)=kc.a 
这 种 惯用 、 好 用 的 运算 律 。 

我 们 可 以 把 上 述 [乘法 」 想 成 是 一 个 1 xn- 和 矩阵 和 一 个 n x 1- 和 矩阵 
之 间 的 乘法 。 是 否 还 可 以 进一步 地 定义 一 种 m XI 和 矩阵 和 灵 X 人 天 阵 之 
间 的 乘法 呢 ? 首先 让 我 们 看 一 看 《= 二 1 的 情形 。 一 个 m xn- 答 阵 (cij)， 
1<i<m,l1<j7j<n?: 可 以 想 成 是 m 个 nn 元 线性 函数 的 系数 和 矩阵， 它 


的 m 个 行 向 量 忆 ,1<i<m， 就 是 它们 各 别 的 系数 n- 数 事 。 由 此 可 见 
， Mm 个 nn 元 线性 函数 组 可 以 简约 地 写成 


Cl:X 
C2>:X 


Cm :Xx 


由 此 可 以 想到 一 个 m xn- 算 阵 (ci;) 和 一 个 n x1- 和 矩阵 x 之 间 乘 法 可 以 
很 自然 地 定义 如 下 ， 即 


21 > ey 
To Do) Cox 
(5.31) (ci) = Se 
Tn 2 1cm727 


以 上 述 定 义 为 基础 ， 我 们 就 可 以 用 下 述 思 路 去 探索 一 般 情 形 ，m x 7?- 和 天 
阵 和 nx 人 《- 给 阵 的 乘法 应 该 如 何 赋 了 予 自然 好 用 的 定义 。 令 


A= (aj), 1l1<i<m,1<j<n 
Bs{o)s Te 
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分 别 是 m x71- 和 矩阵 和 风 X 人 和 矩阵;X 和 t 分 别 是 X1L 和 2xLl 的 变 元 
列 向 量 。 则 


二 六 Oj 志和 OK 大 
(5.32) A.x= 2 j=1 02j777 入 2 -1102 不 
2 和 -1 nT 3 六 不 


站 别 是 由 m 个 nn 元 线性 函数 和 nn 个 Lb 元 线性 函数 纵 列 而 成 的 mx1l 和 
mxX1 给 阵 。 设 想 我 们 令 X=B.t 并 以 此 代入 A.x， 即 得 m 个 人 元 线 
性 函数 ， 用 

CO = (cix), l1<i<m,1<k<t 
表示 如 此 所 得 的 线性 函数 串 的 系数 矩阵 ， 亦 即 有 
(5.33) A:x=A:(B:t)=0.t 
直接 代入 ， 用 分 配 律 展开 集 项 即 可 算得 


也 也 


CT > (Pt) = > (Db) 


所 以 


也 


(5.35) Cik 一 2 aijbjk 


7=1 
由 此 可 以 想到 A.B 是 以 (5.35) 所 表达 的 cjp 为 其 (i,k)- 系 数 的 mxL 短 
阵 。 这 也 就 是 我 们 所 探讨 的 矩阵 乘法 公式 。 请 注意 ， 上 述 和 矩阵 乘法 仅 
人 
阵 之 间 ， 当 然 还 可 以 赋予 下 述 加 法 和 倍 积 的 定义 。 即 
(5.36) (0i3) + (bi3) = (oz + bi) 
容易 验证 上 述 三 种 矩阵 运算 满足 下 列 运 运 ， 即 
k:(Ai+t+A,) = kAi+kA, 
A:(Bi+B,»)=A.Bi+A.B, 
(Ai+As):B= A1:B+A,.:B 
(kA):B=kA:.B= A.(kB) 
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5.4.2 行列 式 乘 法 公式 
当 4, 斑 都 是 风 Xm- 和 天 阵 时 ，4.: 巨 也 是 风 X71- 矩 阵 而 且 有 下 述 公 式 
【定理 】 : det(4.B)= det(A). det(B) 


证 明 : 现在 我 们 先 任意 选 定 矩 阵 4， 然 后 考虑 det(A4B) 为 如 的 n 个 
列 向 量 bi,... ,bu 的 函数 。 由 以 上 矩阵 乘积 的 表达 公式 可 看 到 ， 


det (4| bi (Abj 二 Ab 和 … bn | ) 
= det | 4bl … A(Mb;+1b’) … Ab, | 
= det | 4bl … (MAbj+1Ab’) ... 4bn| 
= Xdet | 4bl … Ab; …' 4b|+Hhdet[4bl … Ab; … 4bn| 


了 


=Adet (4|bl … b; … ba|)+udet (A[b: … b; … bn|) 
其 


因此 det(4AB) 对 列 向 量 bl;,... ,bn 是 具有 多 线性 的 。 再 者 ， 如 有 某 些 
br = be’ 则 4b， = 4bv 2 所 以 


(5.37) det(AB) = det [4bl … Ab: … Ab, ::. Ab,] =0 


亦 即 det(AB) 对 列 向 量 bi,... ,b, 是 具有 和 斜 对 称 性 。 由 行列 式 界 定 定理 
得 常数 瓜 ， 使 得 : 


(5.38) det(4B) = det (A|b: … bn|)= Kdet|b: … bn| 


对 所 有 的 列 向 量 bi,... ,bn 恒 成 立 ， 其 中 开 =det4(|el … en|)= 
det 4。 所 以 


(5.38") det(AB) = (det A)(det B) 
上 述 等 式 若 直接 用 行列 式 的 展开 公式 验证 万 是 很 繁复 和 费劲 的 ! 


5.4.3 平行 体 体 积 与 行列 式 


在 平面 上 ， 两 个 不 共 线 的 向 量 a,b 可 以 『 张 成 」(span) 一 个 平行 四 
边 形 ; 而 在 空间 中 ， 三 个 不 共 面 的 向 量 U,V, Ww 可 以 张 成 一 个 平行 六 面 
体 ， 如 下 图 所 示 : 
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由 简单 的 几何 分 析 容 易 求 得 上 述 平行 四 边 形 的 面积 和 平行 六 面体 的 体 
积 ， 即 


(5.39) 面积 = |al .|bl .|sin Za,b)|， 


体积 二 Juxv.w| 


在 定义 x- 积 或 写 出 平行 体 体积 公式 时 ， 还 会 引入 行列 式 记号 : 


i J] k WI1 2 3 
(5.40) Uxv=ji U2 Us|, UXV:W= ur Us us 
V1 V2 v3 V1 V2 v3 


能 用 以 上 记号 去 表达 体积 是 纯 属 碰巧 ， 或 是 由 于 有 某 些 本 质 上 的 原因 
呢 ? 若 我 们 只 停留 在 讨论 表面 公式 ， 是 难以 体 认 其 本 质 的 。 现 在 ， 我 
们 对 行列 式 已 有 著 一 些 本 质 上 的 认识 ， 所 以 跟著 也 要 对 平行 四 边 形 面 
积 、 平 行 六 面体 体积 找寻 一 些 本 质 上 的 认识 。 

在 平面 上 一 个 由 ai b 所 张 成 的 平行 四 边 形 ， 我 们 以 A(a,b) 表示 其 
通常 ( 恒 取 正 值 ) 的 面积 。 不 难看 出 A(a,b) 是 具有 以 下 的 基本 性 质 : 
介 对称 性 : A(a,b) = A(b,a) 

(站) 拟 比 性 : A(Xa,b) = |A|A(a,b) = 4(a, 和 b) 

(ii) 斜 移 不 变性 : A(a 十 Ab,b) = A(a,b) = A(a,b+ ya) 


b 十 和 a 


S R' 
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[DPQORS 和 口 PQR'S' 之 间 的 变化 只 是 将 3 页 作 平行 滑动 。 从 几何 观点 
来 看 ， 两 者 为 同 底 同 高 的 平行 四 边 形 ， 所 以 面积 应 该 相等 。 


若 在 平面 上 先 选 定 一 个 正 角 之 转向 ， 亦 即 其 上 的 一 个 定向 (orientation) 

， 而且 定 义 a,b 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 有 向 面积 (oriented area) 为 
(5.41) Ala, b) = |al : |b| . sin Za, b) 
上 述 面积 在 由 a 到 bb 的 转向 为 正 时 取 正 值 ， 为 负 时 取 负 值 。 易 见 有 向 
面积 A(a,b) 满足 下 列 基本 性 质 ， 即 

(i) 斜 对 称 性 : A(a,b) = 一 A(b,a) 

(i) 比 性 :40asb) = XA(a,b) = A(a, Xb) 

(iii) 斜 移 不 变性 : A(a 十 和 b,b)= A(a,b)= Al(a,b+ ya) 


把 上 述 两 种 面积 流 数 相 比 较 ， 又 看 起 来 ，(i) 略 优 于 (i) 而 (ii) 则 略 优 于 
( 动 ， 似 乎 是 半斤八两 。 但 细 加 分 析 ， 则 A(a,b) 远 比 A(a,b) 优越 ! 此 
事 可 以 由 下 述 结果 充分 说 明 其 优越 性 


(5.42) A(a,b+i+c)= A(a,b)+ Ala,c) 
证 明 : 令 e 为 在 平面 中 使 得 Za,e) 二 7/2 的 单位 长 向 量 ， 则 可 把 b 
和 c 分 解 成 重 直 于 a 和 平行 于 a 的 分 向 量 之 和 如 下 
b=Aeti+Ha, C= Met Ha 
b+cec= (N+ MN)et (ht)a 
由 此 再 连续 使 用 性 质 (这 ), (让 ) 即 有 


= [用 (i)] 
= MAl(a,e)+ MAl(a,e) 

二 A(a, Ae) 十 A(a,Mze) | 用 (i)] 
= A(a,b)+ A(a,c) [用 (iii)] 


因此 ，A(a,b) 是 以 向 量 ab 为 变 元 的 图 5 数 ， 并 满足 斜 对 称 性 和 多 线 
性 。 所 以 由 行列 式 界定 定理 得 有 常数 信 ， 使 得 : 


(5.43) Al(a,b) = K det(a, b) 
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对 所 有 列 向 量 a,b 恒 成 立 2 其 中 K = Alei,e;) 一 各 放 ; 亦 即 
(5.43") A(a, b) = det(a, b) 


现在 我 们 已 看 出 平行 四 边 形 的 面积 和 行列 式 的 确 有 著 本 质 上 的 直接 
关联 。 至 于 在 平行 六 面体 体积 时 的 情况 ， 亦 能 类 似 地 把 这 个 本 质 上 的 
关联 找 出 来 。 首 先 我 们 要 讨论 空间 的 定向 问题 。 


空间 的 定向 和 平行 六 面体 的 定向 体积 : 

一 条 直线 只 有 两 个 方向 ， 其 定向 就 是 选 定 其 一 为 正 向 ; 一 个 平面 上 
的 转角 方向 也 只 有 两 个 ， 其 定向 就 是 选取 其 一 为 正 的 转角 方向 。 现 在 广 
我 们 来 分 析 一 下 空间 的 「 定 向 」 应 该 如 何 定义 。 空 间 中 的 所 有 正 交 标 架 
可 以 分 成 两 类 ， 即 如 下 图 所 示 的 右手 型 和 左手 型 ， 两 个 同型 者 可 以 用 适 
当 的 平移 和 转轴 的 组 合 相互 变换 ， 而 不 同型 者 则 无 法 如 此 相互 变换 。 


es3 e3 
ee 
el el 
右手 型 左手 型 
[图 5-4 | 


再 者 ， 一 个 反射 对 称 则 把 两 种 类 型 的 正 交 标 架 互 换 。 通 常 的 做 法 是 : 空 
间 的 定向 乃 是 在 上 述 两 种 类 型 中 选 定 其 一 为 正 向 者 ， 而 一 个 由 (U,V,w) 
所 张 的 平行 六 面体 的 定向 体积 之 正 负 则 由 标 架 (U,V,w) 是 正 向 型 或 负 
向 型 而 定 。 在 这 样 的 空间 的 定向 概念 下 ， 定 向 平行 六 面体 的 有 向 体积 
是 一 个 满足 下 列 基本 性 质 的 函数 T(uv,w): 


(i) 斜 对 称 性 : Yuvw) =V(v,wu) =V(w,uwv) = -V(u,w,v) = 
—V(v,u,w) = —V(w,v,u) 


(i) 比 性 :TOu ww) = AV (uv,w) 等 


(iii) 斜 移 不 变性 : VY(u+Av+Hwvw)=Tluvw) 等 
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再 者 ， 我 们 也 可 以 同样 地 由 (ii) 和 (iii) 推导 出 下 述 结果 : 
(5.44) Vuttu,Vv,w) = Vu,v,w)+V(u,v,w) 


证 明 : 若 V,w 所 张 成 的 平行 四 边 形 不 是 2- 维 的 ， 则 上 述 三 个 体积 
都 是 0， 所 以 上 述 等 式 当 然 成 立 。 

若 V,wW 所 张 成 的 是 一 个 非 晓 化 的 平行 四 边 形 ， 在 其 所 在 平面 的 两 个 
单位 长 法 向 量 中 选 定 其 一 为 e， 把 ui,us 分 别 分 解 成 elv,w 的 倍 积 之 
和 ， 即 有 : 


ul 一 Wie 十 AiV 十 HiW 
U2 = Uze 十 NV 十 12W 


ul 十 ua = (Wi 二 vu)et (NA)v+ (Wit pH2)w 


由 此 再 连续 使 用 性 质 (ii), (iii) 即 有 


Vu + uv, w) = V((u + ua)e,v,w) [用 (iii)] 
= (ui Vu2)V (ee,v,w) [用 (| 
= uiV (e,V, W) + uzV (e, Vv, WwW) 

二 V(ue,v,w)++V(uze,v,w) | 用 (ii)] 
=V(u,v,w)++V(u,V,w) [用 (i)] 


因此 ，V(u,vV,w) 亦 是 以 向 量 U,V,W 为 变 元 的 斜 对 称 多 线性 函数 ， 
所 以 存在 常数 人 ， 使 得 


(5.45) V(u,v,w) = Kdet(u,v,w) 
对 所 有 u,vV,w 恒 成 立 ， 其 中 太 二 V(ei,e2,e@3) 二 1， 亦 即 
(5.45") V(u,v,w) = det(u,v,w) 


所 以 ， 在 一 个 n- 维 的 空间 内 ， 由 nn 个 向 量 al,ao,… ,an 所 张 成 的 平 
行 多 面体 的 n- 维 有 向 体积 便 自 然而 然 地 定义 为 


(5.46) V(ai,a2,... ,an) = det(ai,a2,...,an) 
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5.5 行列 式 的 几 个 应 用 范例 
5.5.1 几何 图 形 的 坐标 方程 
的 直线 方程 ， 转 化 为 下 述 线性 方程 组 有 非 零 解 {A, B,C} 的 条 件 式 : 


21.4+0:DB+1:C=0 
xX2'A+y2.:B+l:C=0 
rT.A+y:B+1l:C=0 


由 行列 式 的 理论 即 得 上 述 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 为 : 
Z1 yl1 
7Z2 %2 1 
Z 4 1 
同 理 2 在 空间 中 过 三 点 (21; Y1, 21), (Za2; Y2, 22)， (2Z3; Y3, 3) 的 平面 坐标 方程 
Az++ By 二 Cz 十 D=0 满 足 


(5.47) 


(5.48) =0 


4721 十 BT+C2z 二 DD=0 
【 47zs + Bys+C%3+D=0 


把 上 述 方 程 组 和 Az 十 By 十 Cz 十 D0 想 成 以 A, B, C0, D 为 变 元 的 线 
性 方程 组 ， 亦 即 

(5.50) To2'A+y:B+z2:0+1.D=0 
: rz3'A+wy.B+za:0+1.D=0 
zr.:A+y:B+z.:C+1.D=0 


则 该 平面 的 坐标 方程 为 
2Z1 y 2z1 1 
T2 72 22 1 
23 %3 z3 1 
rr vy zl1 
从 另 一 个 角度 来 看 ， 上 述 直 线 、 平 面 方 程 亦 可 想 成 是 三 点 共 线 、 四 
点 共 面 的 条 件 ; 而 容许 满足 条 件 的 第 三 点 (X,Yy) 或 第 四 点 (X,Yy,z) 随意 
走动 ， 则 可 得 出 代表 该 直线 或 平面 的 方程 。 


(5.51) 
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[ 注 ] : 上 述 所 得 的 行列 式 其 实 和 该 三 点 所 定 的 三 角形 面积 (或 该 四 点 所 


定 的 四 面体 体积 ) 有关。 例如， 把 (5.48)- 式 里 的 行列 式 的 第 一 行 和 第 
二 行 分 别 减 去 第 三 行 ， 再 从 第 三 列 展开 可 得 


Z1 y1 1 TI1—T -yd0 
Z2 Yy2 1T| =|7o 一 2Z 一/ 0 
区 好 证 4 2/ 1 


而 上 入 的 二 阶 行列 式 就 是 向 量 al = | 了 | 和 ao 二 | 加 | 所 张 成 
下 二 是 
的 平行 四 边 形 面积 ， 如 下 图 ( 左 ) 所 示 : 


y al 
、\ (Z1,Y1) 


| 图 5-5 | 
因此 ， 
a es 以 (ZY), (ZL, 负 ), (ZT2,Y2) 为 顶点 
的 三 角形 的 有 向 面积 的 二 倍 。 
Z yl1 
所 以 ， 三 点 共 线 的 条 件 就 是 此 三 角形 面积 为 0。 同 理 亦 可 求 得 

21 yi ZA1 1 
02 2 Zo 1 和 以 (Z; 2 2), (T1, V1, 21), (T2, Y2, 22), (T3, Y3, 23) 
Z3 V3 23 1| 为 顶点 的 四 面体 的 有 向 体积 的 六 倍 。 
Tr yy z 1 


亦 即 四 点 共 面 的 条 件 就 是 此 四 面体 的 体积 为 0° 而 过 五 点 的 二 次 曲线 的 
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方程 ( 亦 即 六 点 共 在 同一 二 次 曲线 上 的 条 件 式 ) 可 以 写成 : 


zi ZI yf x1 yn 1 
22 7Z2%2 0%2 T2 y2 1 
(5.52) Z3 Tays 4 Ts3 ys 1 
24 Tay4 Yr Ta ya 1 

TX5 V5Yy5 25 5 Y5 1 
1 


5.5.2 ”行列 式 与 插值 公式 


在 第 一 章 的 讨论 中 ， 我 们 已 求 得 Lagrange 插值 公式 ， 即 在 相 异 位 置 
{Qi; 0 之 i 之 n} 取 值 {0i, 0 之 i <n} 而 次 数 不 高 于 nn 的 多 项 式 f(7) 为 : 


(5.53) Jo) = bofol®) + A(z) + + bfaly) = ,bifi(z) 
其 中 


(7 a)(T — a2).… (7 — an) ee ee 
f(z) = (ao 一 aij(ao 一 aa):…(ao — an) 由 /I 


1 和 7 1 和 7 
ho=TIec-m/IIe -on 


上 述 公式 稍 嫌 繁复 ， 难 于 处 理 。 现 在 不 妨 采 用 前 述 的 待定 系数 法 以 行 
列 式 写 下 f(z) 系数 集 {ch,0 hk<n} 的 条 件 方程 组 


一 Y 十 Da 二 0 
k=0 


(5.54) 
-vj+ > ae =0 0<j<n 
k=0 
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把 它们 想 成 以 下 述 (nn 十 2) x (n 十 2) 方 阵 为 其 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 


王 伏 业 

一 00 1 ao ... Qo 

， 3 
G34 —v; 1 a; ... 9 
一 mn 1 an ... an 


则 它 具 有 非 零 解 (-1,c0,...c,) 的 充 要 条 件 就 是 上 述 方 阵 的 行列 式 等 于 
0， 亦 即 


A go 

一 20 1 ao Q0 
(5.55) es 四 二 0 

一 1 an CQ 


把 上 述 行列 式 以 第 一 列 (first column) 展开 ， 遍 除 以 (-y) 的 系数 子 行列 
式 ， 再 用 熟知 的 Vandermonde 行列 式 公 式 即 得 回 Lagrange 公式 


(5.53") -y+ >_vefi(z) =0 
k=0 


所 以 (5.55) 和 (5.53) 是 相通 的 两 种 插值 公式 ( 验算 留 作 习题 ) 。 
插值 问题 的 推广 : 

在 第 三 章 中 ( 见 第 46 页 ) 讨论 的 广义 播 值 问题 ， 即 除了 要 求 f(x) 
在 给 定位 置 取 某 些 给 定 值 之 外 ， 还 要 求 它 在 给 定位 置 有 特定 变 率 、 特 
定 曲 率 等 等 ， 我 们 是 用 播 值 公式 先行 求 得 一 个 在 前 述 给 定位 置 取 给 定 
值 的 g(z)， 然 后 用 它 来 简化 待 求 公式 f(x) 的 样子 。 因 为 Flz) 一 g(z) 已 
经 在 前 述 的 给 定位 置 取 零 为 值 ， 所 以 它 必 定 具 有 茶 些 特定 的 因 式 ， 由 
此 再 用 给 定 的 变 率 、 曲 率 等 值 去 确定 余下 的 未 知 数 的 值 。 

从 上 述 用 行列 式 的 解 题 方 法 可 以 看 到 ， 其 实 我 们 不 必 分 开 处 理 给 定 
值 、 给 定 变 率 、 给 定 曲率 等 等 的 条 件 ， 只 需 对 应 于 每 一 个 给 定 条 件 写 
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下 一 个 条 件 式 ， 然 后 要 求 所 得 的 条 件 方程 组 具有 非 零 的 系数 解 ， 亦 即 
其 系数 方 阵 的 行列 式 等 于 0， 就 可 以 写 下 一 个 f(z) 的 公式 。 例 如 ， 求 
一 个 次 数 不 高 于 4 的 多 项 式 f(z)， 它 满足 


设 f(z) 的 样子 是 一 y 十 co 十 CX 十 CoV 十 C3 十 C174= 二 0， 则 Df(z) 的 样 
子 就 是 一 Dy 十 C1 十 2c2z 十 3c3z? 十 4c4 妨 二 0。 即 有 下 述 条 件 方 程 组 : 


—y 1 Zz 2 3 rt 一 | 
9 
6 0 1 2(-1) 3(—1) 4(-—1)» cr | 
G29 —1] 1 1 12 13 4 c | 9 
-6 0 1 20) 3(1)* 40)3 C3 
—27 1 2 22 23 24 C4 


上 述 方程 组 具有 非 零 解 (一 1, co0,c1,c2,c3,C4) 的 充 要 条 件 是 其 系数 行列 式 
等 于 0， 亦 即 


—y 1 Zz zx2 3 rt 
-9 1 -1 (-02 (-1)? (-1)* 
全 和 
1 三 1 11 212 13 14 |=° 
=6 0 1 -Ih BD -AD 
-27 1 2 2? 92: 24 
把 上 述 行列 式 展 开 和 后 即 有 
(5.58) -yy 十 3 一 6z 十 码 二 223 十 太一 0 


亦 即 f(x)= 二 3 一 6X 十 2 十 223 十 X74。 


特别 地 ， 当 所 有 条 件 式 都 集中 在 茶 一 个 特定 位 置 时 ， 例 如 


(5.59) f(0) = wv, Df(0)= 1, ...,D"f(0) = wv, 
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则 对 应 的 行列 式 条 件 式 就 是 


EN 人 
vo 1 0 0? 07 
—v1 0 1 2(0) mi(0)" 一 ! 
(5.60) ER _0 
nl! n—j 
二 (0)" 
一 0 0 0 nl 


把 上 述 行列 式 展开 和 后 所 得 者 其 实 就 是 泰勒 公式 。 


5.5.3 ”圆锥 截 线 交 点 与 求解 四 次 方程 

在 一 般 位 置 的 圆锥 截 线 (conic sections) 的 坐标 方程 可 以 写成 下 述 二 
次 曲线 的 方程 

Az? +2Bry+Oy+2Dr+2Ey+F=0 

因此 ， 求 解 任 给 两 个 圆锥 截 线 的 交点 一 般 来 说 便 涉 及 求解 四 次 方程 ， 
所 以 并 不 是 一 件 容 易 的 工作 。 再 者 ， 怎 样 求解 四 次 方程 呢 ? 下 面 将 会 
讨论 用 行列 式 来 把 上 述 问 题 简 化 为 来 解 三 次 方程 ， 因 为 三 次 方程 的 公 
式 解 是 可 以 明确 地 写 下 来 。 

我 们 先 讨 论 怎 样 解 一 般 的 三 次 方程 。 设 人 十 bz? 十 Cr 十 d= 二 0 为 任 给 
的 三 次 方程 。 先 作 代 换 y= 二 十 4 ， 简 化 后 得 


了 5 203 4b 
(5.61) 妒 二 py 十 4 二 0， 其 中 六 
再 代入 
(5.62) y=u+v, —p= 3Uuv 


展开 和 后 得 出 妇 +o+=0。 整 式 遍 乘 以 好， 再 代入 假设 一 p = 二 3uv 便 
得 出 


(5.63) (w+ gw) -=0 
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因此 可 用 二 次 方程 公式 解 写 下 w3 的 解 。 引 进 复数 ww 二 e 守 ( 即 w3 二 1) 
， 便 可 以 将 vy 的 解 (在 复数 系 内 ) 明确 地 写 下 来 : 


sj aq /Je pp sq /ea op 
多 二 3 和 证 人 ft17 
3| 0 gq 1 :| gq gq pp 2 
w= VN t+YVat227“+VY 2 427" 
sj 9 gq WB »。 s/ gq 02 7 
2 下 人 下 


下 述 引 理 就 是 求解 圆锥 截 线 交 点 的 要 点 所 在 : 
【 引 理 】: 设 f(x,y)= Az?+2Bry+Cy+2Dr+2Ey+F? MN f(r,y) 
可 被 分 解 为 两 个 线性 因 式 的 乘积 ， 亦 即 


的 充 要 条 件 就 是 
4 BD 
(5.65) BO 
DErFr 


证 明 :4=C=0 的 情形 是 容易 处 理 的 ( 留 作 习题 ) 。 现 在 不 妨 假 
设 4=1。 我 们 将 用 待定 系数 法 寻找 条 件 使 得 
(5.66) f(z,Y) = (2+oay+P)(r + oy + bo) 
比较 恒等式 两 边 的 XYy 和 wy? 的 系数 ， 得 
al 十 ao2 一 2 有 
Q :ao2 = 
由 此 解 出 Qa=B+vVB’—0C, oa2 一 忆 一 VB2 一 C。 再 比较 了 的 系数 和 常 
数 项 ， 得 
PBi+pbs = 2D 
bb = Fr 
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由 此 解 出 Bl 二 D+VD -FB 二 D-VDi 一 户 。 然 后 比较 y 的 系数 得 

(5.67) apa + a2B1 = 2E 

代入 先前 已 得 的 Qi, Qa, 人 Bi1, B62 表达 式 ， 则 

2B= (B+VB-C(D- VD-F+(B-vVB-C(D+VD -AF) 
= BD- BVD?—-F+DVB?-C-VvVB -CVD-F 


+BD+BvD?—rF—- DVB2—-C—-vVB*—-CvD?—F 
=2BD—2VB*-CvVD?—F 


从 而 


(B*— OO)(D -FF)= (EB- BD) 
BD*— BF—-CD*+CF= FE 2BDE+BD’ 
CF+2BDE -~ CD FE- BF=0 


上 述 条 件 其 实 就 是 


(5.68) 


1 
B 
D 


现 假设 万 (7， y) 一 Aiz? 十 2Bixy 十 Co 十 2D17x 十 2b1y 十 1 一 0 和 
户 (7， y) 一 4272 种 2DP279/ 站 Cay? 下 2Da7 十 2F2Yy 十 了 2 一 0 为 两 个 圆锥 截 线 
的 方程 ， 而 在 一 般 情况 下 它们 会 有 四 个 交点 ， 而 所 有 过 这 四 个 交点 的 
圆锥 截 线 的 方程 《 除 f(z,y)==0 外 ) 可 以 写成 
f(z, y) 十 kfolz, y) 三 0 
亦 即 


(Ai 十 kA2)7’ 十 2(Bi 十 kB2)ry 时 国 (C1 十 kC2)y 
十 2(Di 十 kD2)7 2(E 壬 kbE2)y 不 (FY 让 kF,) = 
如 果 上 述 方 程 是 代表 著 晓 化 圆锥 截 线 的 情形 ， 即 可 被 分 解 成 两 个 直线 
方程 
和 (2 “ L2(2;9) 三 0 
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则 求 交点 的 问题 便 简 化 成 求 上 述 两 直线 与 圆锥 截 线 及 (zt,y) 二 0 (或 
记 (Z,) = 二 0) 的 交点 ， 这 是 很 常见 易 解 的 二 次 方程 问题 。 所 以 ， 我 们 项 
望 可 找 出 适当 的 使 得 该 方程 就 是 代表 著 晓 化 圆锥 截 线 。 由 刚刚 所 证 
的 引 理 知道 ， 大 必需 满足 


Ai 十 kA Bi 十 kB, Di 十 kD, 
Di 二 KB CI 十 EC 十 Ko 
Dit+kD> BE 二 KE Fi+kF, 


二 0 


这 一 个 三 次 方程 。 运 用 三 次 方程 公式 解 ， 我 们 求 得 8 的 三 个 值 使 得 
fi(z,y) + kifolY, y) 二 0、 filz, y) + kofo(x,Yy) 二 0、 户 (Z, 9) + ksfo(x,Y) 三 0 
都 代表 闭 晓 化 圆锥 截 线 。 其 实 这 三 个 情况 分 别 就 是 


【例子 】 : 令 亡 (z 人 =86z2 一 11zy 十 138y%2 +437z 一 608y 一 778 二 0( 椭 
) 和 f(x,y) = 267?2 一 1217xy 一 12%2 十 2337 一 148y 十 192= 二 0 ( 双 曲 线 ) 
为 两 个 圆锥 截 线 的 方程 ， 求 两 者 的 四 个 交点 的 坐标 。 


6 


[ 图 5-7 |] 
解 : 先 求 出 适当 的 无 使 得 fi(x,y) 十 kfo(X,y) = 二 0 为 晓 化 圆锥 截 线 ， 
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亦 即 求解 方程 
Ai+kA, Bi+kB, Di+kD, 


已; 十 FPC 十 KKC2 五 1 十 大 Po 


Di TD Erit+kb, Fi+kP, 
86 二 26 一旦 一 一 全 十 型 
=|- 将 一 一 1 138 一 12k 一 304 一 74k |=0 


学 十 下 有 一 304 一 74k 一 778 十 1925 
展开 上 述 行列 式 ， 得 出 


5280(57k? + 866k? — 939k 一 3248) = 0 
其 中 一 个 解 为 k= 一 16 (另外 两 解 为 kk 二 一 入 ,二 了 )。 因 此 ， 前 述 引 


二 


理 保 证 了 有 (7z,y) 一 16 户 (z,9y) 必 可 分 解 ， 亦 即 : 
fi(z,y) — 16fo(z,y) = 一 55(6zZ2 -357 — 6 + 677x — 32y + 70) 
= —55(z — 6y + 10)(6z +y+7) 
而 对 应 的 图 象 为 


[图 5-8] 


用 fi(x,y) = 86z2 一 117y 十 138y2 十 437 一 608y 一 778 二 0 和 7 一 6y+10==0 
可 以 解 出 其 中 两 个 交点 为 


到 
(—4, 1), (4, 3) 
而 用 扩 (zx,y)= 二 0 和 6z 十 y 十 7 二 0 可 以 解 出 另外 两 个 交点 为 


(一 2,5)， (—1,—1) 
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[ 注 ] : 当天 为 一 名 和 天 一 了 刘 


[ 图 5-9] 


求解 四 次 方程 : 

一 般 的 四 次 方程 可 写成 奏 +azs+Bz2 +T3?ZT6O=0。 把 上 式 遍 除 以 
72?， 然 后 把 x 的 负 指 数 项 代入 y= 二 二， 即 得 2+ar+B6+YY+6y2 =0。 
所 以 ， 上 述 求解 四 次 方程 问题 便 转 化 成 求解 下 述 联 立方 程 : 


ee 
户 (zJ=2Zy 一 1=0 


亦 即 求解 上 式 中 的 两 个 二 次 曲线 的 四 个 相交 点 之 Xx- 坐标 。 

这 样 ， 我 们 可 以 用 前 述 找 圆锥 截 线 交点 时 所 引入 的 方法 ， 先 用 行列 
式 找 出 适当 的 无 使 得 
f(x,y) + kfo(ry) = + +artiyy+B+k(ry —1)= 6 (7,y).b2(x,Y) 


为 代表 晓 化 二 次 曲线 的 方程 ， 亦 即 


(Fo BE +(ay— 4A)k+(485 — a6 一)) =0 


本 | 


VIR LVI CC 
DR Sn ml 
| SPF NIR 


然后 再 分 别 用 Li(z,y) 和 2 一 1=0 及 bz 人 和 2 一 1=0 求 得 四 个 交 
点 之 4- 坐标 ， 亦 即 四 次 方程 zt 十 a 十 Bz? 十 YT 十 6 二 0 的 四 个 解 。 


【例子 】 :求解 zt 二 2x3 一 5x2? 十 6 十 2 二 0。 
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上 述 方程 所 对 应 的 联 立 二 次 曲线 方程 万 是 


人 
fo(z,y)= 7xy—1=0 


而 使 得 (ZV) 十 KR 户 (z,Yy) 为 代表 暗 化 二 次 曲线 方程 的 及 所 满足 的 方程 为 


1 


] 夺 

2 k3 5k2 
k es = 一 
£2 3 0 
1 3 —5—k 


上 述 三 次 方程 的 其 中 一 个 解 为 有 =3 (另外 两 个 解 为 = 一 4 十 2V3i 和 
二 一 4 一 2V3i) 。 所 以 ， 前 述 引 理 保证 了 所 (z,y) 十 3fp(z,y) 必 可 分 解 
, 亦 即 


f(z y) +3fo(r,y) = 7+ 37Yy+ 2 +2r+6y—8 
= (z+ y+4)(r++2y— 2) 


用 xz 十 y 十 4 二 0 和 zy 一 1 二 0 可 以 解 出 其 中 两 个 交点 的 x- 坐 标 为 
—2— V3, -2+V3 


而 用 Xz 十 2y 一 2 二 0 和 zy 一 1 二 0 可 以 解 出 另外 两 个 交点 的 4- 坐标 为 


( 即 在 实 平面 上 没有 交点 。) 
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附录 : 
域 上 的 线性 空间 与 域 的 代数 扩张 


位 移 向 量 的 加 : a 十 b 和 倍 积 : .a 直接 反映 蔷 空 间 的 线性 结构 ， 而 
且 其 所 满足 的 运算 律 如 加 的 交换 律 :a+b=b+a 和 倍 积 的 分 配 律 : 
k.(a+b)=k.a+k.b 等 则 又 能 简明 扼要 地 学 担 了 空间 在 平行 和 相似 上 
的 基本 定理 ， 把 它们 转化 成 简朴 易 用 、 直 截 了 当 的 代数 计算 。 这 种 由 加 
和 倍 积 结合 而 成 的 代数 体系 是 十 分 好 算 易 用 。 其 实 ， 所 用 到 的 计算 就 是 
用 分 配 律 展开 和 集 项 ， 而 且 这 种 代数 又 具有 简朴 的 几何 直观 内 涵 ， 那 
就 是 空间 的 线性 结构 。 概 括 地 说 ， 线 性 代数 就 是 加 和 倍 积 的 分 配 律 的 
代数 ， 而 这 种 代数 体系 也 就 是 空间 线性 结构 的 代数 化 表达 形式 。 总 2 
， 它 是 融合 几何 和 代数 的 精简 体系 ， 既 易 算 好 用 又 富有 几何 直观 性 ， 
是 数学 中 最 为 简朴 而 且 广 泛 有 用 的 精华 ， 是 基础 数学 重要 基石 所 在 。 


I 系数 域 和 给 定 域 上 的 向 量 空间 


域 (field) 的 概念 其 实 就 是 将 我 们 常用 的 数 系 四 则 运算 推广 至 更 广泛 
类 型 的 代数 结构 。 简 单 来 说 ， 域 就 是 可 以 让 我 们 如 常 进行 加 减 乘除 运 
算 的 代数 结构 。 一 个 域 已 的 定义 可 写成 以 下 六 点 : 


1. 存在 加 、 乘 运算 (十 和 x) ， 可 从 任 给 的 a,b5E 唯一 地 确定 
at+bEeEF 和 axbeF。 


2. 加 、 乘 运 草 满足 结合 律 和 交换 律 。 
3. 存在 0,1€ 下 (0 关 1) 使 得 对 于 任意 a€E 万 ， 有 0+a= 二 a 和 1.4a==a。 
4. 对 于 任意 wE 王 ， 存 在 aE 三 使 得 a 二 (-a)==0。 
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5. 对 于 任意 a€E a 了 关 0， 存 在 a 1 使 得 axa 1 二 1。 

6. 满足 乘 对 于 加 的 分 配 律 :ax(b+c)= 二 (axb)+(axc)。 
常见 常用 的 域 有 QQ ( 有理数 域 ) \、 取 (实数 域 ) 和 C( 复 数 域 ) ; 而 其 
他 常用 的 域 有 : 

(1) Q(V2) = {a+bV2: a,b € Q} 

加 减弱 除 等 同 实 数 域 的 运算 ， 即 
加 减法 : (a+bV2) 土 (c+dvV2)= (atco)+(b+td)vVi。 
乘法 : (a +bV2): (c+dv2)= (ac+2bd) + (bc +ad)vV2° 
值得 注意 是 除法 运算 仍 是 | 封闭 」 的 ， 因 除法 可 利用 
Q b 
Ga (二 -一 9 = 
来 定义 倒数 (qa 十 V2)-1! 之 和 后 再 加 以 定义 。 


(2) Q(V2) ={o+by2+cv22: a,b,c € Q)} 
同样 地 ， 加 减 乘 除 等 同 实 数 域 的 运算 。 而 除法 是 封闭 的 验证 我 们 
将 以 一 个 实例 来 表达 一 般 做 法 : 
如 取 aw 1+282 W022。 由 于 2x3 一 2 是 没有 有 理 数 根 ， 所 以 za 一 2 
是 在 有 理 系 数 之 下 不 可 约 的 多 项 式 ， 亦 即 它 和 1 十 27 一 x? 的 最 高 
公 因 式 为 1。 运用 轧 转 相 除 法 ， 我 们 求 得 
2= (r+2)((l+27r m7)+5r 


De 
1 十 27 一 22 一 


(5Z) 十 1 


然后 利用 所 得 等 式 将 最 高 公 因 式 1 重 写 成 人 一 2 和 1 十 27 一 X22 的 
组 合 : 


2 
1=(1+2z 一 22) 一 


(57) 


De= 
= (1 +2x— 272)— 


((23 —2)+(z+2)(1+27— x)) 


= (1 (+9) )( 2 ) 
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代入 x 二 YW2 得 
a 
DEY > 

5 


所 以 a ! es 


【定义 】: 设 万 是 一 个 给 定 的 域 。 一 个 满足 下 面 的 加 法 和 已 - 倍 积 运算 
律 的 代数 结构 V = (VV, 十 ,:) 称 为 一 个 在 已 上 的 向 量 空间 ， 而 已 称 为 下 
的 系数 域 ， 简 写 为 J 。 即 对 于 任 给 元 素 abeV 和 和 EF， 唯一 
确定 元 素 a-beV 和 入 .aEV 并 满足 向 量 运 算 的 基本 性 质 : 
结合 律 : a 二 (b+c)= (a+b)+c 
加 交换 律 : a+Tb=b+a 
| ne 


(i a, (入 十 中 .aa 王 入 .a 十 ,ai 
倍 积 : 4 和.(a+b)= 和 :a+ 和 A.b, 

A (Ha) = (NW)'a 

E 倒 寺 ] 


DA 个 向 
量 空间 。 


(2) 复数 域 C 包含 实数 域 及 ， 我 们 可 以 取 其 加 法 和 其 乘法 中 只 限于 
入 ER 和 awecC 相 乘 (看 成 倍 积 )， 则 可 以 把 C 看 成 是 及 上 的 一 
个 向 量 空间 。 


(3) 设 以 [x] 表示 以 玉 中 元 数 为 系数 的 单元 多 项 式 所 组 成 的 集合 ， 
则 其 多 项 式 加 法 和 其 乘法 中 只 限于 入 EF 和 f(z) e Flz] 的 相 乘 
(看 成 倍 积 ) 显然 满足 上 述 向 量 空间 的 运算 律 ， 所 以 也 是 一 个 五 
上 的 向 量 空 间 的 实例 。 


(4) 设 以 名 |[X] 表示 在 Fx] 中 次 数 不 高 于 n 的 多 项 式 集合 ( 包括 零 多 
项 式 )。 在 多 项 式 加 法 和 上 述 局 限于 入 EF 和 f(z) € |z| 的 乘 
法 之 下 ， 友 [zx] 也 是 一 个 下 上 的 向 量 空间 。 
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(5) 系数 取 值 于 已 的 元 素 的 m xn- 和 矩阵 在 其 加 法 与 倍 积 之 下 构成 一 个 
矿 上 的 向 量 空间 。 通 常 我 们 用 Fm 表示 n x1- 给 阵 所 组 成 者 ， 以 
(fF") 表示 由 工 xm- 给 阵 所 组 成 者 。 


(6) 设 w 为 一 个 在 有 理 系 数 中 不 可 约见 次 多 项 式 的 根 。 则 
Q(a) = {co + oat ten a ll coc ,cn-1 € Q} 


为 Q 上 的 向 量 空间 (其 实 它 也 是 一 个 域 ) 。 


II. 线性 组 合 、 子 空间 和 其 生成 系 
向 量 空间 所 具有 的 [加 」 与 | 倍 积 」 这 两 种 运算 ， 合 称 之 为 线性 运算 
(所 以 向 量 空间 也 常常 称 为 线性 空间 ) 。 从 一 组 给 定向 量 a1, aa ,a 
出 发 ， 重 复 地 运用 线性 运算 ， 所 得 的 结果 都 是 能 写成 下 述 形式 的 元 素 
9 即 
和 1 .al 十 2 .ao 十 …: 十 Xman， 和 Ni EDL, ll<i<n 
所 有 能 写成 上 述 形式 的 元 素 都 叫做 是 a1, ay,.… ,a 的 线性 组 合 (linear 


combination)， 例 如 


al 三 1:al 十 0.ao 十 .… 十 0.an 
an 一 0.al 十 0.az 十 …: 十 1.an 


X 一 3l 一 az 十 as 十:… 十 (一 1) .an 


等 等 都 是 a1, a2,… ,an 这 一 组 向 量 的 线性 组 合 。 再 者 ， 设 
n nn 
b= >》 Na c= Yh:a 


则 不 难 用 向 量 空间 的 运算 律 得 出 


Abtuc=A D> NatA a= > (AN TH at 


所 以 和 .b+h.c 对 于 任 给 入 EF 都 又 是 al,as,:… ,an 的 线性 组 合 。 
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【 子 空间 与 生成 系 】: 设 U 是 向 量 空间 V 的 一 个 子 集 ， 若 满足 条 件 : 
abeU 寺 和 :a+h.:beU,， 对 于 任何 和 ,hE 太 莉 成 立 


则 称 UU 为 V 的 一 个 子 空间 (subspace)。 


再 者 ， 设 al,as,… ,an 是 子 空间 U 的 一 组 元 素 ， 若 U 中 任何 元 素 
都 可 以 表 成 al, a2,''' ,an 的 一 个 线性 组 合 2 则 称 {al ao , an} 为 子 空 
间 U 的 一 组 生成 系 (generator system)。 


【例子 】 
(1) {0} 和 VV 本身 都 是 V 的 子 空间 。 


(2) 前 述 的 不 高 于 n 次 多 项 式 集 |x] 是 所 有 多 项 式 集 [zx] 的 子 空间 
， 而 {1zZZ2 ,X77} 则 构成 它 的 一 组 生成 系 。 


(3) {1, 计 构成 C/ 民 的 一 组 生成 系 。 


(4) 设 有 三 个 域 ,MM, 玉 具有 关系 慷 DMDDF， 则 在 把 马 看 成 让- 向 
量 空间 的 观点 之 下 ，M 是 万 的 子 空间 。 如 CDR 民 DQ 就 是 这 样 
一 个 例子 。 


(5) 设 {fal,a2z,… ,an}j CV ， 令 
也 
< al;,3a2…… ,dn >= {0 Na Xi EP} 
ve 


是 所 有 {ai,a2,'… ,an} 的 线性 组 合 所 组 成 的 子 集 ， 则 它 是 VV 的 一 
个 子 空间 ， 而 {al,a2,… ,an} 就 当然 是 它 的 一 组 生成 系 。 我 们 称 
它 为 由 {ai,a2,… ,an} 所 张 的 子 空间 。 


设 {al,a2,… ,an} 是 子 空间 U 的 一 组 生成 系 ， 一 个 很 自然 的 问题 
是 : 这 一 组 生成 系 是 否 有 多 从 的 元 素 可 去 掉 ?假如 ay 是 多 从 的 ， 即 
{ai;a2,… ,an_1} 依然 是 U 的 一 组 生成 系 ， 则 an 这 个 属于 U 的 元 素 
当然 要 能 表 成 {aiyaz…… ,an_1} 的 一 个 线性 组 合 。 反 之 ， 设 an 能 表 成 
{ai, a2,… ,an-_1} 的 线性 组 合 ， 即 有 


am 三 Q1' al 十 :十 on 1 an 1 al an E 天 
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则 任何 ai，,an lian 的 线性 组 合 


> Nas, AL ;An_1;An EF 
2 一 1 


都 可 以 改写 成 
n n—l n—l n—l 
DD Mia 一 >， 入 i3u 局 入 mn 5 ( oai] 一 >》 (Ni a Mi)as 
?一 1 ?一 1 ?一 1 ?一 1 


所 以 {al,a2,… ,an_1} 就 已 经 组 成 U 的 一 组 生成 系 了 ， 亦 即 an 是 多 和 从 
的 。 
【定义 】: 一 组 向 量 {a1,a2,… ,an} 之 中 若 有 一 个 向 量 可 以 表达 成 其 从 
(n 一 1) 个 向 量 的 线性 组 合 ， 则 称 {al,a2,… ,an} 为 线性 相关 (linearly 
dependent) ; 反之 ， 则 称 之 为 线性 无 关 (linearly independent)。 
设 U 的 一 组 生成 系 {ai1, ao … ,an} 中 有 可 供 去 掉 者 ， 则 称 {ai,ao,… ,an} 
为 可 约 生 成 系 ; 反之， 则 称 之 为 不 可 约 生 成 系 。 
【定理 】 
(i) {ai,a2z,… ,an} 为 线性 相关 的 充 要 条 件 是 存在 一 组 不 全 为 0 的 
QiEJ 了 ,1l1<i<n', 使得》 Qai 二 0° 
(让 {ai, az,… ,an} 为 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 > ”Qia; 一 0 只 有 在 a 
全 部 为 0 的 情形 才 成 立 ! 
(ii) 设 {fal;az ,an} 为 也 的 一 组 生成 系 ， 则 它 是 可 约 (或 不 可 约 ) 
的 充 要 条 件 是 {al,a2,… ,an} 线性 相关 (或 线性 无 关 ) 。 


证 明 : 上 述 命题 中 ，( 膏 ) 是 定义 的 直接 推论 ， 而 (i) 沪 (ii 也 是 显然 
的 ， 所 以 我 们 只 需 证 明 (i) 如 下 : 


设 {a1,a2,… ,an} 线性 相关 ， 即 存在 其 中 之 一 元 素 ，aij， 它 是 其 伐 
(n 一 1) 个 元 素 的 线性 组 合 ， 亦 即 存 在 a;sE『，1 <i<ns，i 关 io， 使 得 


dio 二 > Qias; 


i#io 
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> aiai 一 >》 aiai 一 dio 二 0 
其 中 至 少 有 ai, 了 关 0°。 反 之 ， 设 有 全 不 为 0 的 aisEF，l1 <i<n， 使 得 
> Qia; 一 0 
?一 1 


~ 、 2 ~、 户 ~ 1 4 二 
设 ouio 天 0， 则 可 将 aioaio 移 项 ， 然 后 遍 乘 以 一 一 ， 即 得 


om = doa= (SE).a 


(人 
?0 110 i#io 人 


所 以 {ai,az,… ,an} 是 线性 相关 的 。 


【推论 】 : 设 {al,… ,an-1} 线性 无 关 ， 但 是 {a1,… ,an-1,an} 则 转变 
成 线性 相关 ， 则 an 必定 是 一 个 a1,… ,an il 的 线性 组 合 。 

证 明 : 因为 {ai,.… ,an_1,an} 是 线性 相关 的 ， 所 以 存在 著 不 全 为 
0 的 ai EF i= 1 使 得 > 1 Oia 一 0， 其 中 Qn 必须 不 等 
于 0。 要 不 然 ， 即 04 二 0; 则 Qi.… ,Qn 1 之 中 必 有 不 为 0 者， 而 且 
> 1 aiai = PD Qiaui 十 0.an = > oaiai 王 0， 这 是 和 假设 {al ,an-1} 
线性 无 关 相 了 矛盾 的 ， 因 此 a 必须 不 为 0， 即 有 


【例子 】 
(1) {1,z,22,…… ,ZX?} 是 线性 无 关 的 多 项 式 。 


(2) 9g0(Z) 一 1, gx (x) == 一 全 1, 2 ,Nn 也 是 
(n 十 1) 个 线性 无 关 的 多 项 式 。 

(3) 设 {1, zx,72*,…… ,2", f(zZ)} 是 线性 相关 的 多 项 式 ， 则 f(x) 必定 是 一 
个 次 数 不 高 于 n 的 多 项 式 。 
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(4) el,e2 en 在 F” 或 CE®Y 中 是 线性 无 关 的 2 


III. 基底 和 维 数 

从 向 量 空间 的 代数 结构 来 看 ， 我 们 可 以 在 一 个 给 定 的 向 量 空间 VV 中 
选取 一 个 不 可 约 生 成 系 ， 以 后 称 之 为 [基底 ]，{bi;1<i<m}， 这 样 
就 可 以 把 了 中 的 任 一 人 
的 向 量 运 算 ， 归 于 线性 组 合 的 系数 之 间 的 运算 ， 这 也 就 是 向 量 空间 的 
[ 坐标 化 ] 。 一 组 选 定 的 基底 也 就 是 V 中 一 个 选 定 的 坐标 系 ， ， 而 选取 
坐标 系 ( 亦 即 基底 ) 的 好 处 是 可 以 利用 它 来 简洁 地 把 向 量 空间 的 结构 
人 ， 所 
以 坐标 系 本 身 并 非 向 量 空间 的 结构 的 本 质 。 因 此 ， 在 采取 坐标 化 的 方 
ne 
而 取 定 的 事物 ， 亦 即 在 任何 坐标 系 中 均 普遍 成 立 的 事物 ， 才 是 向 量 
间 的 本 质 性 事物 。 例 如 我 们 将 要 证 明 的 : [YY 中 任 一 2 
素 个 数 相等 」 便 是 了 的 结构 不 变量 ， 以 和 后 叫做 太 的 上 维 数 上 。 


【定理 】: 设 {ai,a2,… ,an} 是 子 空间 U 的 一 组 生成 系 而 {bi, bo,:… ,by,} 
则 是 U 中 的 一 组 线性 无 关 向 量 组 ， 则 n> m， 而 且 存 在 适当 的 
{ai, a2,… ,an} 中 恰好 含有 m 个 元 素 的 子 集 4m， 使 得 


{fb pb: , bn} U ({a1, a2, “ ,an} \ Am) 


构成 U 的 另 一 组 生成 系 。 


证 明 : 我 们 将 对 m 作 归 纳 法 来 证 明 上 述 定 理 ， 先 证 m= 二 1 的 情形 
。 由 假设 ，bi 是 al,a2,… ,an 的 一 个 线性 组 合 ， 即 


bi = 2, bias 


其 中 B; 不 可 能 全 为 0。 设 Bi 关 0， 则 可 由 上 式 解 得 


所 以 
{bi1} U ({a1, a2, 0 , an} \ {ai}) 
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当然 构成 一 组 U 的 生成 系 ， 因 为 U 中 的 任何 一 个 元 素 都 可 以 写成 


> Xia 二 >》 Nai+ (一 2) (Db, —bi) 
i=1 


i 1 ji 


现在 再 由 归纳 假设 上 述 定理 对 于 (m 1) 业已 成 立 ， 进 而 证 明定 理 
对 于 m 也 成 立 : 由 fb by .… ,bm} 的 线性 无 关 ， 显 然 有 fb ,ba} 
这 (m 一 1) 个 向 量 也 线性 无 关 ， 对 它 运 用 归纳 假设 ， 即 得 一 (m 一 1) 个 
元 素 的 子 集 4,, 1 二 {az,… ,a 1}， 使 得 


{bs, es ,bn,} U ({an， a2) ,an} \ Am_1) 
依然 构成 U 的 一 组 生成 系 ， 所 以 bl 是 上 述 nl 个 向 量 的 线性 组 合 ， 即 


bi 一 A2bs 十 … :十 和 mb 十 >， Mia 
dfs hm 1 
上 式 中 的 jw 不 可 能 全 为 0， 否则 就 和 {bi,bo,:… ,bm} 是 线性 无 关 相 村 
盾 。 设 jw 天 0， 则 4s = 4 1U {as,}， 不 难 由 前 段 对 m 二 1 的 证 明 
看 出 
{bi, b>, a , bn} U ({a1, az ,an} \ Am) 
构成 U 的 一 组 生成 系 。 


【定义 】: 一 个 具有 有 限 个 元 素 所 组 成 的 生成 系 的 向 量 空间 叫做 有 限 
维 向 量 空间 。 

【定义 】: 一 个 有 限 维 向 量 空间 VV 的 一 组 不 可 约 生 成 系 叫 做 了 的 一 组 
基底 ( 亦 即 一 组 线性 无 关 的 生成 系 ) 。 

【推论 一 】 :一 个 有 限 维 向 量 空间 VV 的 任 给 二 组 基底 所 含有 的 元 素 个 数 
必定 相同 ， 这 个 相等 的 个 数 叫 做 VV 的 维 数 ， 以 dimV 记 之 ( 苦 耻 ={0} 
， 则 定义 dimV=0)。 

证 明 : 设 {aiyap2,…. , an} 和 {bi1, b2,::: , b,,} 是 VV 的 两 组 基底 ， 即 
它们 都 是 线性 无 关 的 生成 系 。 由 前 面 定 理 即 得 nm 及 mn， 所 以 


N=m= dimV.。 
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【推论 二 】: 设 VV 为 有 限 维 ， 则 其 中 任何 一 个 线性 无 关 向 量 组 
{bi bz,… ,bm} 都 可 以 扩充 成 一 组 V 的 基底 。 

证 明 : 取 {al,a2,… ,an} 为 V 的 一 组 基底 ， 则 由 前 面 定理 及 其 推论 
一 即 得 一 组 含有 {bi,bz,… ,bm} 的 VV 的 基底 。 

【推论 三 】 : 设 玉 为 有 限 维 的 ， 则 它 的 任 给 予 空间 U 也 必定 是 有 限 维 
的 ， 而 且 dimU <dimV。 

证 明 : 若 U= {0}， 则 dimU 二 0， 推 论 三 显然 成 立 。 不 然 ， 任 取 UU 
中 一 个 向 量 bi 关 0;， 若 U=<{bi}>， 则 dimU 二 1， 推论 三 依然 成 立 
。 不然， 即 U\ < {bi} > 了 9° 任 取 boEU\<{fbi}>， 则 显然 有 


U oO< {bi1, b2} >， bi, b» 线性 无 关 


如 此 还 步 在 U 中 选取 线性 无 关 向 量 组 ， 因 为 UCV， 这 种 线性 无 关 向 
量 组 的 所 含 的 个 数 不 可 能 比 dimV 大 ， 所 以 到 了 某 一 步 时 ， 必 定 会 出 现 


U =< {bi1, bz , br,} > 


的 情形 ，m < dmT 。 


【例子 】: 设 a 为 一 个 在 有 理 系 数 内 不 可 约 nn 次 多 项 式 f(z) 的 根 ， 
则 dimo Q(a) =n= deg f(z) ( 详 见 第 V 节 )。 


IV. 线性 方程 组 的 基础 理论 

在 第 四 章 中 ， 我 们 以 n- 阶 线性 方程 组 ( 亦 即 n 个 nn 元 线性 方程 ) 
的 唯一 解 问题 为 中 心 课题 ， 经 由 逐 阶 的 归纳 研讨 ， 发 现 了 行列 式 ， 并 
且 完 满 地 解答 了 上 述 问 题 ， 亦 即 系 数 行列 式 不 为 零 是 一 个 n 阶 线性 
方程 组 具有 唯一 解 的 充 要 条 件 ， 而 且 其 唯一 解 可 以 用 行列 式 加 以 表达 
( 即 Cramer’s 公式 ) 。 但 是 一 般 线 性 方程 组 的 基础 理论 ， 则 有 待 于 上 
述 域 上 线性 空间 的 基本 概念 和 基础 理论 才能 给 以 完满 、 系 统 的 解答 。 

让 我 们 先 来 研讨 一 般 的 齐 线性 方程 组 。 设 4= (gj),1<i<m,1< 
jn， 是 由 m 个 n 元 线性 方程 所 组 成 者 的 系数 矩阵 ，x 是 以 Fm 为 其 
变 域 的 向 量变 元 。 则 方程 组 可 以 简约 地 写成 


(*) A:x=0 
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【 引 理 1】 : 令 S={fxeFm4:.x=0} 是 所 有 解 向 量 所 组 成 的 集合 。 
则 5 乃 是 Fn 中 的 一 个 子 空间 。 


证 明 : 若 xl,X2€ 5,keF， 则 有 


4.(xli 十 xz)=4.xl+4.xz=0+0=0 
A.:(k:x1)=k.A.x=k.0=0 


所 以 Xi 十 X2 和 kxi 也 都 属于 S， 亦 即 9 是 一 个 Fm" 中 的 子 空间 。 


既然 上 述 解 向 量 的 集合 乃 是 一 个 子 空间 ， 则 它 有 其 维 数 dim 9。 所 
以 一 个 自然 的 问题 是 如 何 确 定 dim S$。 例如 当 m 二 几 而 且 det(A) 关 0 时 
，S 只 含有 0 ( 零 向 量 ) ， 亦 即 dim 6S 二 0。 在 一 般 的 情形 ， 我 们 也 要 
从 系数 矩阵 的 子 行列 式 去 探讨 。 让 我 们 先 来 看 一 看 下 述 特 殊 情 形 ， 即 


A= (aij), l1<i<m,1<7)<n,m<n 


而 且 det(al,… ,am) 关 0°。 令 A' 是 由 A 和 A 的 前 m 列 所 构成 的 mxm 方 阵 
， 并 以 zmti 二 1,2j; 二 0,m 十 1<j<n 代 入 方程 组 A.x 二 0。 即 得 


| 


(*") 4x = 一 am X=|: 
四 
由 所 设 det A' 关 0， 即 可 用 Cramer’s 公式 解 得 
m 十 —1 7 
zl a l<7)<m 


其 中 det(:… ,amtl,'…') 表示 把 aj 换 成 amfl 者 。 由 此 即 得 
bi Ss Ce ,THD 1, 0,... ,0) 


乃 是 原 给 方程 组 (*) 的 一 个 解 向 量 。 同 理 可 得 (nn 一 m) 个 (*) 的 解 向 量 
》 即 
bsn (BL seem Qe Tm 0}, m++1<{<n 


其 中 
Xi 三 一 一 det( ,av,.…:), (ae 在 第 了 的 位 置 ) 


【 引 理 2】: 上 述 (n 一 m) 个 解 向 量 业 已 构成 4.x=0 的 解 子 空间 9 
的 一 组 基底 ( 亦 即 线性 无 关 的 生成 系 ) 。 
证 明 :上 述 {bp,1<h<n--m} 显然 线性 无 关 。 因 为 


Nib 十 2b, es Xn 


的 最 后 (nC— m) 个 分 量 显 然 就 是 {A1, M2, , ee 9 所 以 上 述 线性 组 合 
Ee a 

再 者 ， 设 了 b 是 5S 中 的 任 给 向 量 。 令 Bijhy1<h<n-m 为 b 的 景 
后 (n 一 m) 个 分 量 ， 则 


=b— > Bnirbe eS 

k=1 
而 且 b* 的 最 后 (n 一 m) 个 分 量 都 等 于 0。 由 此 可 见 b* 的 前 m 个 分 量 所 
构成 的 m x1 矩阵 b! 满足 A'.b' 二 0。 但 是 detA4' 关 0， 所 以 b= 二 0。 
亦 即 b* = 0, b= Dk Bntsbp ° 


接著 ， 让 我 们 再 来 看 一 下 另 一 种 特殊 情形 ， 即 由 =m det A 一 0 但 
是 Du 天 0。 令 4.x=0 是 原 给 方程 组 4.,X= 0 中 略 去 最 后 一 个 之 所 
得 者 。 由 前 段 的 讨论 ( 即 m 二 n 一 1 的 情形 ) 可 知 4.x=0 的 解 子 空 
间 就 是 bi 的 所 有 倍 积 ， 而 且 不 难看 出 


Dn 
—Dn,2 
er Dn 
bi= CY 上 
Dunn 
—1)”Din_1 
( 1)"+t1D a 


5 上 述 4A.x 一 0 的 解 向 量 也 满足 原 给 的 第 nn 个 线性 方程 呢 ? 亦 即 
.b 是 否 也 等 于 0 呢 ? 直接 代入 即 有 

1 det A 
wr > ("May Ds 


所 以 由 所 设 det A 二 0 得 出 囊 :bi= 二 0。 


部 
区 
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上 述 计 算 直 截 了 当地 证 明了 在 所 设 的 特殊 情形 ，4.x=0 的 解 也 就 
是 A.x 二 0 的 解 。 


在 矩阵 A= (aij) 的 m 行 n 列 中 各 取 定 其 中 此 行 、k 列 ， 然 后 删 去 
其 从 各 行 、 各 列 ， 则 所 剩 者 组 成 一 个 无 x 天 方 阵 。 我 们 把 如 此 所 得 的 
及 Xk- 方 阵 的 行列 式 叫 做 A 的 一 个 有 - 阶 子 行列 式 。 


【定义 】: 若 4 至 少 具有 一 个 不 等 于 零 的 人 - 阶 子 行列 式 ， 而 A 的 所 有 
(十 1)- 阶 行列 式 都 是 零 ( 或 不 定义 )， 亦 即 忆 乃 是 4 的 非 零 子 行列 式 
的 最 高 阶 数 ， 则 称 无 为 A 的 秩 (rank of 4A)， 以 Ik(A) 记 之 。 
【定理 】 : 齐 线性 方程 组 4A.x 二 0 的 解 子 空间 的 维 数 等 于 nn 一 rk(A)。 
证 明 : 作 适 当 的 行 、 行 或 列 、 列 互 换 ， 不 妨 设 大 阶 子 行列 式 |aij| 关上 0， 
1<i7<ke 令 A 是 由 4 的 前 开行 所 构成 的 天 xm- 和 矩阵。 Ps 
2 用 到 线性 方程 组 4.x=0， 可 得 4.x=0 的 解 子 空间 的 一 组 基底 
{bj;;1</7<n—k}e° A 
空间 。 所 以 我 们 只 要 在 m > 大 的 情形 再 证 明 每 一 个 bj 其 实 也 满足 


当然 ， 我 们 可 以 对 于 每 个 1 逐个 验证 上 述 等 式 。 不 难看 出 ， 每 次 所 要 验 
证 者 ， 其 实 就 是 业已 验证 的 特殊 情形 ( 亦 即 几 二 上 十 1 的 情形 )。 


F" 和 (FP") 的 对 偶 性 与 齐 线性 方程 组 : 


了 和 (到 ) 分 别 是 下 上 的 nx1- 和 矩阵 入 上 1xn 和 佐 阵 所 构成 的 
线性 空间 。 它 们 的 维 数 都 等 于 nn， 而 且 两 者 的 元 素 可 以 用 矩阵 来 法 相 和 来 


ae (fr"),ber", a:b= > oil 
i=1 
:Xx 二 0 是 一 个 给 定 的 齐 线性 方程 组 ，{H,1 <i<m} 是 4 的 m 个 


U=< Ui, ,am > 


是 其 所 张 的 子 空间 ， 而 5S 则 是 A.x==0 的 解 子 空间 。 请 注意 ，»U 和 5 
分 别 是 (F") 和 Fn 中 的 子 空间 。 
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【定理 】:dimUVU+dimS=n 


证 明 : 令 记 二 Tk(A)， 不 妨 设 |aij|, 1 <ij <k 是 和 的 一 个 非 堆 有- 阶 
子 行列 式 。 则 {, 1 之 i<h} 显然 线性 无 关 ， 所 以 dimU >>k。 再 者 ， 
由 前 述 定 理 可 知 dimS 一 nn 一 hk， 所 以 我 们 只 须 证 明 dimU 不 可 能 大 于 
ko 

以 前 述 定理 中 的 {bj, 1 之 j 了 <n 一 有} 为 列 向 量 构 成 一 个 nx (nn 一 月 
矩阵 BB， 然后 再 将 行列 转 置 成 一 个 (n 一 kk) xn 矩阵 Bi。 因 为 它们 的 

| 


和 后 (nn 一 上) 列 所 成 的 方 阵 就 是 ee ， 所 以 Ik(B!) = (mn 一 习 ， 因 此 


1 
Bi.x 二 0 的 解 子 空间 的 维 数 是 尺 。 再 者 ， 由 


可 见 {tl,1 达 i <m} 都 是 Bi.x= 二 0 的 解 向 量 。 所 以 {于 ,1 <i<mj} 之 
中 最 多 只 有 个 线性 无 关 者 ， 亦 即 dimU <k。 这 也 就 证 明 dimU = 大 


dimU+dimS=n 


【推论 】 :Ik(A) 等 于 其 行 向 量 所 张 的 子 空间 的 维 数 ， 也 等 于 其 列 向 量 
所 张 的 子 空间 的 维 数 。 

现在 让 我 们 进而 讨论 非 齐 次 的 线性 方程 组 ， 亦 即 A.x 二 b,b 交 0， 
的 情形 。 不 难看 到 ， 我 们 所 要 研讨 的 要 点 有 二 ， 其 一 是 方程 组 A.x 二 b 
有 解 的 充 要 条 件 为 何 ? 其 二 是 方程 组 4:x=b 满 足 有 解 条 件 者 ， 其 解 
向 量 所 组 成 的 集合 如 何 描述 ? 

令 A 是 将 m xn 系数 矩阵 A 再 加 以 ~b 作为 其 第 (n 十 1) 列 的 
Mm x (nn 十 1)- 和 矩阵 。 

【定理 】 :方程 组 4.x=b 有 解 的 充 要 条 件 是 Ik(4) = rk(A)。 


A xX 
1 下 明 今 X 一 
> Tntl 


) "5 5 入 分 天 是 


A.x=b,， A.x==0,， 和 A.X=0 


120 


的 解 集 。 则 显然 有 


Ax-boA.(*) -0 


4.x=0 沁 让 (让 =-。 
令 (Fn;0) 和 (Fm,1) 表示 FP”! 中 其 第 (nw 十 1) 分 量 分 别 是 0 和 1 的 子 集 
。 则 上 述 关 系 可 以 用 下 述 集 合 关 系 式 表述 之 ， 即 


SN(F™,0) = (S50,0) 
SN(F",1) = (5,1) 


由 此 可 见 ，S 非 空 的 充 要 条 件 是 


SOSN(F",0) S dims > dim So 


再 者 ， 由 前 述 定理 
dimS = (n+1)—rk(A), 
dim So = nC— rk(A) 
而 且 显 然 有 Ik(4A) > tk(4)。 所 以 


S90 人 SOOTk(A) = rk(A). 


【 引 理 】: 设 A.x=b 有 了解， 而 xo 是 其 中 一 个 解 。 则 A.x= 二 b 的 解 
集 可 以 写成 xo 十 90， 其 中 .50 是 4.x=0 的 解 集 。 


证 明 : 设 4.xo=b,4.y= 王 0， 则 有 
A(xo+y)= A:x0o+A:!y=b+0=b 


反之 ，; 设 A.xo 二 b,A.x 一 b， 则 有 


A(x—xo)=A:x—-A:x0=b—-b=0 
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V. 域 的 扩张 与 维 数 
【定义 】 : 设 已 是 包含 在 一 个 域 巴 中 的 子 集 ， 而 且 在 和 妃 同 一 的 运算 
下 也 满足 域 的 性 质 ， 则 称 玉 是 马 的 子 域 ， 而 万 则 称 为 三 的 扩张 域 。 

例如 ， 民 是 C 的 一 个 子 域 ，C 是 民 的 一 个 扩张 域 ;@ 是 民 的 一 个 
子 域 ， 民 是 Q 的 一 个 扩张 域 ， 当 然 Q 也 是 C 的 一 个 子 域 ， 所 以 C 也 
是 Q 的 一 个 扩张 域 。 在 第 一 节 的 例子 中 ， 我 们 已 指出 C 是 及 上 的 一 
个 向 量 空间 ， 民 是 QQ 上 的 一 个 向 量 空间 ; 同样 地 ， 当 已 是 下 的 一 个 
扩张 域 时 ， 万 也 是 上 的 一 个 向 量 空间 (其 加 法 和 倍 积 其 实 就 是 羽 中 
域 的 加 法 和 域 的 习 法 限制 在 下 x 万 部 份 ) 。 
【定义 】: 设 轧 是 玉 的 扩张 域 ， 令 dimp 马 为 把 忆 看 成 忆 上 的 向 量 
空间 的 维 数 。 
【定理 】: 设 轧 D 是 一 个 扩张 域 ，QE 万 是 某 一 个 FIz] 中 的 n 次 
不 可 约 多 项 式 f(x) 的 根 ， 亦 即 f(a)= 一 0°。 令 F(a) 是 忆 中 含有 {FF 和 a} 
的 最 小 的 子 域 ， 亦 即 由 政和 a 所 生成 的 子 域 ， 则 dimFp 了 (Qa) 二 nn。 

证 明 : 令 

1(a) = {g(x) ET g(o) = 0} 
m(zx) 是 I(a) 中 一 个 最 低 次 的 非 零 元 素 。 
我 们 要 先 证 明 (i m(x) 二 入 :f(x)， 和 关 0€E 了 。 假 若 不 然 ， 则 有 带 作 除 式 
f(x) = gq(z) :Mm(z)+r7r(z), 7r(z) 天 0 degr(Z) < deg m(z) 
以 a 代入 上 式 ， 即 得 
r(0)=f(0) -qdW ma)=0 SS r(x)€ To) 

这 和 m(z) 是 T(a) 中 最 低 次 非 零 元 素 的 假设 矛盾 ， 所 以 r(z) = 0， 
gq(7) 二 入 EJ 呈 ( 因 为 f(z) 是 假设 为 不 可 约 的 ) 。 

(六 fl ay a2 ,ax 是 了- 向量 空间 态 中 的 线性 无 关 向 量 组 。 假 若 
不 然 ， 则 存在 一 组 不 全 为 0 的 AiEFR，i 二 0,1,.…,n 一 1， 使 得 


Oho =0 >> g(7) -So ET(a 


是 和 (i) 中 所 证 者 相 矛 盾 的 。 


(ii) 最 和 后 让 我 们 来 证 明 {lia;oa2 ,ao 上 构成 下 (a) 的 一 组 生成 系 
。 换 名 话说 ，< lao2 ,onl >= {5 Nai; 和 ER}=M 业已 构 
成 一 个 域 ， 其 证 明 如 下 : 

关系 式 f(a) =0 就 是 说 an 可 以 用 fla;,a2 ,ao 的 线性 组 合 表 
达 。 由 此 ， 不 难 归纳 地 证 明 a € JM 对 任何 N 浓 成 立 。 换 名 话说，M 
已 经 在 乘法 之 下 封闭 的 了 。 再 者 ， 设 


也 一 1 
> No e M 
2 一 0 


是 任 给 的 M 中 一 个 非 零 元 素 ， 令 g(Z) = 5 和 ri， 则 显然 有 (g(x), f(z)) = 
1( 即 互 素 ) ， 所 以 存在 有 适当 的 多 项 式 A(7Y), B(xz) 使 得 


A(z) g(x) + B(x). f(x)=1 
以 Qa 代入 上 式 ， 即 得 


A(o) g(a) + B(o) .0= A(a) .g(o) =1 


这 也 就 是 说 M 中 的 任 给 非 零 元 素 的 倒数 依然 在 M 之 中 1 


【定理 】: 设 有 三 个 域 PJM, 思 具有 关系 
FCMCE, dimrM=m, dmyE=n 
( 亦 即 M 是 下 上 的 m 维 向量 空 间 ， 万 是 MM 上 的 n 维 向 量 空间 ) 则 
dimr EB =m:n= dimr M.dimyE 


证 明 :在 中 取 定 一 组 已 上 基底 {Qa1,a2,… ,Qam}， 轧 中 取 定 一 组 
上 的 基底 {01, 02, …， , bn} | 我 们 要 人 证明 


{Qi 0;; i=1,2,.…,m; j= 1,2,...,n} 
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恰好 构成 瑟 在 下 上 的 一 组 基底 。 先 证 它 是 一 组 下 上 的 生成 系 : 设 上 是 
万 中 任 给 元 素 ， 则 有 


€= wb peEM 


j=1 
Hi 一 >》 Nya, Ai EF 
?全 于 
以 第 二 式 代入 第 一 式 ， 即 得 
6 


i=1,j=1 


这 也 就 说 明了 {a 0;; 1 二 1,2,… ,Mm; j= 二 1,2,… ,Nn} 构成 加 在 三 上 的 
一 组 生成 系 。 


再 者 ， 设 有 线性 关系 
>， Nij (0 a b;) = 0， Ai EF 
i=1,j=1 


则 可 将 上 式 改写 成 
(> ua 有 b; 一 0， >， Nij Qi EM 
2 


j=1 、\ 这 1 


因为 {01,02,… ,bn} 是 在 M 上 线性 无 关 ， 所 以 对 于 任 一 了， 都 有 
SD Fel yn 
2 


再 由 {ai,42,… ,Qam} 在 上 的 线性 无 关 性 ， 即 得 所 有 Xi 都 必须 全 部 
为 0， 这 也 就 证 明了 
dimnpE=m:n=dimr M.dimy bk 


用 上 述 公式 ， 我 们 就 可 以 完满 地 解决 在 绪论 中 所 提出 的 轨 尺 作 图 


A 
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